
陳立數學 – 4 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

 
 

 

1. 國中基本公式 
  

  (1) 平方差： 

2 2( )( )a b a b a b+ − = −  

(2) 和平方： 

2 2 2
( ) 2a b a ab b+ = + + =  

(2) 差平方： 

2 2 2
( ) 2a b a ab b− = − + =  

【說明】 

兩變數 ,a b的乘法公式最主要是訓練和、差、積，即 , ,a b a b ab來表現結構。 

【說例】 

2 23 4 3x xy y− + =   

 

2. 多項和的平方公式 

  

  (1) 二項和的平方： 

2 2 2( ) 2( )a b a b ab  

(2) 三項和的平方： 

2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca  

    (3) 四項和的平方： 

2 2 2 2 2( ) 2( )a b c d a b c d  
 

 

2 乘法公式 ZGEZ 
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【說明】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4) 多項和的平方： 

2

1 2
( )

n
a a a

 
 

 

 

3. 三組平方和的公式 

  

    (1)  三組平方和的公式： 

2 2 2
a b c ab bc ca

 

 
 

【說明】 

2 2 2 2 2 21
(2 2 2 2 2 2 )

2
a b c ab bc ca a b c ab bc ca+ + − − − = + + − − −  

                             
2 2 2 2 2 21

[( 2 ) ( 2 ) ( 2 )]
2

a ab b b bc c c ca a= − + + − + + − +  

 
2 2 21

[( ) ( ) ( ) ]
2

a b b c c a= − + − + −  

 (2) 公式應用：  

   若 , ,a b c 為不完全相同之實數，則 2 2 2a b c ab bc ca+ + − − − 0 。 

         若 , ,a b c 皆為實數，且 2 2 2 0a b c ab bc ca+ + − − − = ，則a b c= = 。
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b 

c 
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d 

 

 

 
 



陳立數學 – 6 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

4.  巴斯卡三角形與二項式展開係數 

 

 (1) 巴斯卡三角形： 

約莫西元 1303 年，中國的元代的朱世傑在其所著的《四元玉鑑》卷首繪製《古 

法七乘方圖》。獨立發現此規律的數學家非常多，現今最早可溯自十世紀的波斯 

數學家 Al-Karaji。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BVFF 

https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=Al-Karaji&action=edit&redlink=1
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 (2)  二項式展開係數： 
          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (3)  高次常用公式： 

 完全三次方：

3 3 2 2 3

3

( ) 3 3

( )

x y x x y xy y

x y

 + = + + +


− =
 

         完全四次方：

4 4 3 2 2 3 4

4

( ) 4 6 4

( )

x y x x y x y xy y

x y

 + = + + + +


− =
 

         完全五次方：

5 5 4 3 2 2 3 4 5

5

( ) 5 10 10 5

( )

x y x x y x y x y xy y

x y

 + = + + + + +


− =
 

 

2.  立方公式 

  

 (1)  立方公式整理： 

 和立方： 3 3 2 2 3
( ) 3 3a b a a b ab b

二項式展開
 

 3 3
3 ( )a b ab a b

和差積結構  

 立方和： 3 3 3
( ) 3 ( )a b a b ab a b+ = + − +

和差積結構
 

 2 2
( )( )a b a ab b= + − +

因式分解
 

 

 

 

 

 

 

 

1 

1  1 

1  2  1 

1  3  3  1 

1  4  6  4  1 

1  5  10  10  5  1 
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         差立方： 3 3 2 2 3
( ) 3 3a b a a b ab b

二項式展開
 

3 3
3 ( )a b ab a b

和差積結構
 

 立方差： 3 3 3
( ) 3 ( )a b a b ab a b− = − + −

和差積結構
 

 2 2
( )( )a b a ab b= − + +

因式分解
 

 

 (2)  多項式常用表達： 

 和立方： 3( 1)x+ =  

         差立方： 3( 1)x− =  

         立方和： 3 1x + =  

         立方差： 3 1x − =  
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型一 平方公式 

 

 

例 1 

  

化簡
2 2 2 2

2 2 2 2

3 4 5 32

3 1 4 1 5 1 32 1
   

− − − −
之值。 

 

解  
2 2 2 2

2 2 2 2

3 4 5 32

3 1 4 1 5 1 32 1
   

− − − −  

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 沃利斯乘積 ( The Wallis product for π ) 

數學家 John Wallis 在 1655 年發現了以下這個公式： 

             
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1

(2 ) 2 4 6 8

(2 ) 1 2 1 4 1 6 1 8 1 2k

k

k



=

=     =
− − − − −

 . 

 結構與例題 1 相當雷同。 

  

QMXG 

https://en.wikipedia.org/wiki/Pi
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例 2 

  

求 95 99 101 105 144   + 之值。 

 

解   95 99 101 105 144   +  

     

 

 

 

 

 

 

  

EIYJ 
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例 3 

  

若已知0 1x  ，試化簡 2 2

2 2

1 1
2 2x x

x x
+ + − + − 。 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [建國中學]  

已知 n 為自然數，且
1 1 1

2 2
10

n n
n n

+ + − + −  ，則 n 的最小值為________。 

答：401 

 

例 4  

  

已知
1 1 1

0 , 5a b c
a b c
+ + = + + = ，求 2 2 2a b c+ + 之值。 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VWLP 
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例 5  

  

已知 1 3 2, 1 3 2a b b c− = + − − = − + ，求 2( ) 3( )a b c ab bc ca+ + − + + 之值。 

 

解  2( ) 3( )a b c ab bc ca+ + − + +  

    2 2 2a b c ab bc ca= + + − − −  

    2 2 21
[( ) ( ) ( ) ]

2
a b b c c a= − + − + −   

    2 2 21
[(1 3 2) (1 3 2) ( 2) ]

2
= + − + − + + −  

    
1

[(1 3 2 2 3 2 6 2 2) (1 3 2 2 3 2 6 2 2) (4)]
2

= + + + − − + + + − − + +  

 8 2 6= −  

 
 
 

例 6  競賽資優試題 

 

已知函數 4 16 64( ) (1 )(1 )(1 )(1 )f x x x x x= + + + + ，若
3 8

( ) ( )
8 5

f f a = ，求 a 之值。 

 

解 1° 2 2 8 32( ) (1 )(1 )(1 )f x x x x= + + +  

    2° 2 2 4 8( ) ( ) (1 )(1 )(1 )(1 )f x f x x x x x = + + + +  

                  
2 4 8(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )

1

x x x x x

x

− + + + +
=

−

1
lim

1

t

t

x

x→

−
=

−
…… 

    3° 令
3

8
x = 代入得

3 9 1 8
( ) ( )

38 64 5
1

8

f f = =

−

，故
9

64
a =

 

        [當0 1x  且 t 趨近於無窮大時， tx 趨近於 0] 

  

JZXT 



陳立數學 – 13 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

型二 高次公式 

 

 

例 7  

  

若已知 5, 3a b ab+ = = ，試求下列各式之值： 

    (1) 2 2a b+      (2) a b−     (3) 3 3a b+    (4) 4 4a b+     (5) 5 5a b+   
 

解  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

QRSY 
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例 8  

  

因式分解 6 664a b− 。  

 

解 6 664a b−  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題]  

已知 ,a b皆為實數且
3 2

3 2

3 2

3 11

a ab

b a b

 − = −


− = −
，求 2 2a b+ 之值。 

答：5 
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例 9  

  

若已知 2 3 1 0x x− + = ，試求下列各式之值： 

    (1) 2

2

1
x

x
+    (2) 3

3

1
x

x
+    (3) 5

5

1
x

x
+

    
(4) 6

6

1
x

x
+

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解 2 3 1 0x x− + =    
 

 (1) 
2

2

1
x

x
+ =  

 

 (2) 
3

3

1
x

x
+ =  

 

 

 

 

 (3) 
5

5

1
x

x
+ =  

 

 

 

 

 

 

 (4) 
6 3 2 3 2

6 3 3

1 1 1
( ) 2 (18) 2 322x x x

x x x
+ = + −   = − =  

 

  

UUII 

 

若方程式有係數對稱結構，則______________________。 

 

 技巧訓練 
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例 10  

 

若
2

1

1 5

x

x x
=

+ +
，求

3

6 3 1

x

x x+ +
之值。 

 

解 1°  
2

1

1 5

x

x x
= 

+ +
 

 

  2°  
3

6 3 1

x

x x
=

+ +  
 

 

 

 

 

 

 

例 11   

  

請利用 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + + 與 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b− = − + − ，估計 3(3 7)+  

  介於哪兩個整數之間，即 3(3 7) 1n n +  + ，其中 n 為正整數。 

 

解 【法一】 

1°    3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + +  

       

3 3 2 2 3

3 3 3 2

) ( ) 3 3

( ) ( ) 2 6

a b a a b ab b

a b a b a ab

+ − = − + −

+ + − = +
 

    2°  令 3 , 7a b= = 代入得 3 3 3(3 7) (3 7) 2 3 6 3 7 180+ + − =  +   =  

    3°  30 3 7 1 0 (3 7) 1 −    −   

        3179 (3 7) 180  +  ，故 179n =  
 
 

【法二】 
 

1°  令 3 7, 3 7x y= + = −  6, 2x y xy + = =  

    2°  3 3 3( ) 3 ( ) 216 3 2 6 180x y x y xy x y+ = + − + = −   =  

        0 1y   
30 1y       

3179 180x   ，故 179n =  
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例 12  競賽資優試題 

  
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

30 29 29 27 28 25 17 3 16 1

30 1 29 2 28 3 17 14 16 15

+ + + + +
+ + + + +

+ + + + +
之值為________。 

 

解  原式
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

30 1 29 1 29 2 27 2 17 14 3 14 16 15 1 15

30 1 29 2 17 14 16 15

+ + − + + − + + − + + −
= + + + +

+ + + +  

  

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

29 1 27 2 3 14 1 15
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

30 1 29 2 17 14 16 15

− − − −
= + + + + + + +

+ + + +
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

(29 1)(29 29 1 1 ) (27 2)(27 27 2 2 ) (1 15)(1 1 15 15 )
15

(30 1)(30 30 1 1 ) (29 2)(29 29 2 2 ) (16 15)(16 16 15 15 )

− +  + − +  + − +  +
= + + + +

+ −  + + −  + + −  +
 

(29 1) (29 30 1)
15

−  +
= +

(30 1) (29 30 1)+  +

(27 2) (27 29 4)−  +
+

(29 2) (27 29 4)+  +

(1 15) (1 16 225)−  +
+ +

(16 15) (1 16 225)+  +
  

28 25 11 14
15

31 31 31 31

− −
= + + + + +  

1 (28 14) 15
15

31 2

− 
= + 

570

31
=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題]  

試解方程式
2 3

111 111 11
11

x x x
+ − = 。 

答：
1

1, ,11
11

−  
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1.  特殊四次多項式之因式分解 

 

 (1) 四連乘型四次多項式： 

  型如 ( )( )( )( )x a x b x c x d e+ + + + + 的因式分解，通常會先將四個一次式作重新配 

對之後，再做十字交乘的逆運算。 

 

【說例】   

( 1)( 2)( 3)( 4) 8x x x x+ + + + −  

    [( 1)( 4)][( 2)( 3)] 8x x x x= + + + + −     [配對] 

( 4)( 6) 8= + + −2 25 5x x x x+ +       [視 2 5x x+ 為一個新單位] 

    2 2 2( 5 ) 10( 5 ) 16x x x x= + + + +      [再做十字交乘因式分解] 

2 2( 5 8)( 5 2)x x x x= + + + +       [有理係數下的分解] 

 

 (2) 偶次式型四次多項式： 

        若多項式格式為四次、二次、常數，一般先注意可否直接十字交乘分解，例如 

                         4 2 2 23 2 ( 1)( 2)x x x x− + = − −  

                         

2

2

1

2

x

x

−

−

 

  。或是否可以先湊完全平方式，再增補項造成平方差。以下是兩個常見的公式： 

 4 2 2 21 ( 1)( 1)x x x x x x+ + = − + + +  

         4 2 24 ( 2 2)( 2 2)x x x x x+ = − + + +  

 

 

3 因式分解 
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【說明】 

 4 2 1x x+ + =  

 

 

          

 

 

 

2.  二變元多項式之因式分解 

 

 (1) 二變元分解： 

(1 )(1 )x y+ + =  

 

 (2) 三變元分解： 

(1 )(1 )(1 )x y z+ + + =  

 

 (3) 強迫分解結構： 
                               

 

 

 

 

 

 【說明】 

    看見題目中的算式有兩變數 x, y並以 xy, x, y的型態加減組合，可以試著用這個 

方式拆解。 

 

 【說例 1】 

3 2 6xy x y+ − − =  
 

 【說例 2】 

5 4 19xy x y+ + + =  
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型一 四連乘型四次多項式 

 

 

例 1 

  

試因式分解 2 2( 2 4)( 2 6) 21x x x x+ + + − + 。 

 

解   2 2( 2 4)( 2 6) 21x x x x+ + + − +  

    

 

 

 

 

 

 

 

例 2 

  

試因式分解 2 2( 3 2)( 7 12) 3x x x x+ + + + − 。 

 

解   2 2( 3 2)( 7 12) 3x x x x+ + + + −  

 

 

 

 

  

SWVA 

SWVA 
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型二 偶次式型四次多項式 

 

 

例 3  

  

因式分解 4 227 1x x− + 。  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4  競賽資優試題 

  

計算

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1
(2 )(4 )(6 )(8 )(10 )

4 4 4 4 4
1 1 1 1 1

(1 )(3 )(5 )(7 )(9 )
4 4 4 4 4

+ + + + +
=

+ + + + +

__________。      

 

解 1°  原式
4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

(4 2 1)(4 4 1)(4 6 1)(4 8 1)(4 10 1)

(4 1 1)(4 3 1)(4 5 1)(4 7 1)(4 9 1)

 +  +  +  +  +
=

 +  +  +  +  +
 

2°  4 4 2 2 2 2 24 1 (4 4 1) 4 (2 1) (2 )x x x x x x+ = + + − = + −  

       2 2(2 2 1)(2 2 1) [2( 1) 1][2 ( 1) 1]x x x x x x x x= − + + + = − + + +  

 3°  利用上式之分解可得 

        原式
[2(1 2) 1][2(2 3) 1] [2(3 4) 1][2(4 5) 1] [2(9 10) 1][2(10 11) 1]

[2(0 1) 1][2(1 2) 1] [2(2 3) 1][2(3 4) 1] [2(8 9) 1][2(9 10) 1]

 +  +   +  +   +  +
=

 +  +   +  +   +  +
 

        
2(10 11) 1

221
2(0 1) 1

 +
= =

 +
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例 5 

  

  已知 n 為整數，且 4 26 25P n n= − + 為一質數，求 n 與此質數 P。 

 

解  

 

 

 

  

NSWC 
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型三 二變元強迫分解型 
 

 

例 6 

  

設 ,x y皆為正整數且 ,x y 54xy x y+ + = ，試解整數對 ( , )x y 。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7 

  

設 ,x y皆為正整數且
5 4

3
x y
+ = ，試解整數對 ( , )x y 。 

 

解  

 

  

EPEJ 
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型四 平方差拆解型 

 
 

例 8 

  

設 x 與 2 71x + 皆為正整數，試求 x 之值。 

 

解  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題]  

低年級的小立只會加法與減法，他正在解一道等差級數的問題：1 2 3 39 40+ + + + + 。 

由於他在中間有一段連續的加法全都不小心寫成減號，例如： 

1 2 3 4 5+ + + + 6 7 8 9 10 11 12− − − − − − − 13 14 15 39 40+ + + + + + 。 

已知小立有一段連續的加法全部寫成減法後，他的計算結果總和為 0。若他的加減法都 

沒有計算錯，試問他至少從哪個數字開始寫成減號？ 

 

答：11 

 

FWGB 
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例 9  競賽資優試題 

  

設 n 為正整數，且若 2 3 11n n+ + 為兩相鄰正奇數的乘積，試求 n 之值。 

 

解  
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1.   黃金分割 

 

 (1) 黃金分割的意義： 

  數學家歐幾里得在其所著《幾何原本》一書當中，提出他的論點：如果在一條 

線段上找出一個點，將這條線段分成長、短兩段，使得 
 

「全段長：長邊的長＝長邊的長：短邊的長」 

 

     ，那麼，這種分割方式就叫作黃金分割。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 (2) 黃金比例： 

 

 

 

     若 P 為線段 AB 上一點且PA PB ，若滿足
AB PA

PA PB
= (黃金分割)時，我們稱此比值 

AB PA

PA PB
= = 為黃金比例，其中此值約為 。 

 

 

 B  A 
 P 

4 平方根與高次方根 
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   【證明】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 方根概念 

 

  (1)  代數學基本定理： 

n 次多項式方程式必定會有 n 個根，包含實根與虛根 (虛根為高三課程範圍)。 
 

 (2)  方根表示法： 

 
2 5x = 的實數平方根為           ，可記為            。 

         
3 7x = 的實數立方根為           ，可記為             。 

         
5 8x = 的實數五次方根為           ，可記為            。 

 

【說明】 

  

 

 

 

3.   方根運算 

 

    (1)  偶次方根： 

設 a 為任意實數且 n 為偶數，則 n na a= 。 

 

    (2)  奇次方根： 

設 a 為任意正實數且 n 為奇數，則 n na a= 。 [高中只討論正底數的奇次方根] 

 

 B  A 
 P 

UFET 
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尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

【說例 1】 

44 ( 2)− = ________________  

 

【說例 2】 

3 35 =________________ 

 

 

 

    (3)  同類方根的加減運算： 

        同次根號內的被開方數相同，則稱為同類方根，而同類根號的加減，即是把根號 

        前的係數相加。 

【說例】 

3 3 32 3 5 3 7 3+ =
 

 

    (4)  同次方根內的乘除運算： 

        同次根號的實數乘除運算，可在根號內合併乘除運算。 

【說例】 

3 3

3

81 32

6


=
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尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

型一 黃金比例 

 

 

例 1 

  

古希臘人認為身材的比例如果滿足
PA AB

PB PA
= =  (A 為腳底，P 為肚臍，B 為頭頂)，則 

是最美的身材比例，這個比例值稱為黃金比例，如果小立身高為 150 公分，他的肚臍 

到腳底為 90 公分，如果想要達成看起來是黃金比例，則試問小立要穿多高的鞋子？ 

(試用計算機操作並四捨五入至小數點以下第 2 位) 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           達文西的維特魯威人 (Vitruvian Man) 
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型二 平方根運算 

 

 

例 2  

  

化簡根式 ( 5 3 2)( 5 3 2)( 5 3 2)( 5 3 2)+ + + − − + − + + 之值。 

 

解   ( 5 3 2)( 5 3 2)( 5 3 2)( 5 3 2)+ + + − − + − + +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 化簡根式 ( 13 7 6)( 13 7 6)( 13 7 6)( 13 7 6)+ + + − − + − + + 之值。 

答：2 42  
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例 3  

  

已知 n 和 k 均為正整數，且120 150n  。若 ,n k 滿足 75 3n k+ = ，試求數對 

( , )n k 。 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4  

  

已知
1

3 1
1

1
1 x

= +

+
+

，求 x 之值。  

 

解  
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型三 立方根運算 

 

 

例 5  

  

若 3

3

1
2

2
x = + ，求 32 6x x− 之值。 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [建國中學] 

若 3

3

1
2

2
x = − ，求 34 12 5x x+ + 之值為________。 

答：11 

 

 


