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1. 無理數 

  

 (1) 無理數的定義： 

        凡是實數中無法寫成
q

p
的數則稱為無理數，其中 ,p q為整數且 0p  。 

 

 (2)  無理數的類型： 

無理數必可化成 。一般常見的圓周率、自然常 

數 e、黃金比例
1 5

2

+
皆為無理數。 

 

 (3)  封閉性討論： 

定義為「加、減、乘、除」運算中的任一種運算且除法之除數不為 0。 

 有理數有理數 = 有理數 (有理數對四則運算具封閉性)。 

      無理數無理數 = 有理數或無理數 (無理數對四則運算不具封閉性)。 

      有理數無理數 = 。 

 

 【說明】 

 無理數與無理數的加、減、乘、除可能為有理數 ： 

 2 ( 2) 0,+ − =   2 2 0,− =    3 3 3, =    
5

1.
5
=  

2. 無理數相關定理 

 

 (1) 定理一： 

  0, a Xa b b a bX 。設 為有理數且 為無理數。若 ，則  

 

7 無理數 KAVY 
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 (2) 定理二： 

 

,  , , ,a b c d X a bX c dX a c b d為有理數 為無理數， ，則若已知 且 。  

 【說明】 

2 2 ( ) 2a b c d a c d b+ = +  − = −  

     由定理一可知 0
a c

a c d b
b d

=
− = − =  

=
 

 

 

【說例】 

若 ,a b 且 2 7 5 2a b+ = − ，則 7, 5a b= = − 。
  

(3)  重要觀念： 

 已知 ,a c為有理數且 X, Y 為無理數，若a X c Y+ = + ，則不一定 ,a c X Y 。 

 若 p 為質數，則 p 為無理數。 

 若 ,a b皆為無理數，則a b+ 與a b− 至少有一個無理數。 

 若a b+ 與a b− 皆為無理數，則 ,a b至少有一個無理數。 

 

 【說明 1】 

在無理數舉例時，不要侷限於二次根式，可以試試 3 42, 5, 等等；也不必侷限 

於單一項的無理數，可以試試1 2, 2 3,+ + 等等。 

 

 【說明 2】 
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例 1  

  

已知 a, b 皆為實數，試問下列敘述何者正確？請選出來： 

    (1) 一個有理數與一個無理數之積必為無理數 

    (2) 若 a＋b 為有理數且 ab 為無理數，則a b− 為無理數 

    (3) 存在兩個無理數 a, b 使得
a

b
為無理數且 ab 為有理數。 

(4) 若 2a 與 6a 都是有理數，則 a 是有理數 

    (5) 若 5a 與 7a 都是有理數，則 a 是有理數  。 

 

解  
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例 2  

  

已知 2 0 , ,x px q p q+ + =  ，若1 2+ 為其一根，求 ,p q及另一根。 

 

解 1°  1 2+ 為有理係數方程式 2 0x px q+ + = 的一根 

        2(1 2) (1 2) 0p q + + + + =  ( 3) ( 2) 2 0p q p + + + + =  
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例 3  

  

若 ,x y 且 3 2 2 17 12 2 43 30 2x y− + − = − ，求 x 與 y。 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

例 4  

  

設正實數 a 的小數部分是 b，若已知 2 2 38a b+ = ，求 a 與 b 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

  

LGAM 

DQHR 
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例 5  

 

證明 2 是無理數。 

 

證  
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例 6  

 

已知 ,p q皆為無理數，試證明 ,p q p q+ − 至少有一個無理數。 

 

證 1° 令 ,p q p q+ − 皆為有理數                               [Step1 先否定結論] 

   2° 但
( ) ( )

2

p q p q
p

+ + −
= 為有理數   (

+
=

有理數 有理數
有理數

有理數
) 

    
( ) ( )

2

p q p q
q

+ − −
= 為有理數 

但題給「 ,p q皆為無理數」產生矛盾                     [Step2 找到矛盾]  

   3° 由 1°2°可知假設錯誤，故 ,p q p q+ − 至少有一個無理數。   [Step3 再扶正結論] 

 

 

例 7  

 

已知 2 是無理數，試證明 2 2+ 是無理數。 

 

證 1° 令 2 2x = + 且假設 x為有理數                 [Step1 先否定結論] 

   2° 
2

2 2 2x = +  2 2 2x = +   2 2 2x − =  

      因為 x為有理數且由有理數四則運算的封閉性可知 2 2x − 亦為有理數， 

但題給 2 是無理數，故 2 2 2x − = 矛盾           [Step2 找到矛盾]  

   3° 由 1°2°可知假設錯誤，故 2 2+ 是無理數。      [Step3 再扶正結論] 
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純分數 

整數  

負整數 

0 

實數  

有理數  

無理數 

1 

合數 

質數 正整數 

 

 
 

 

1. 實數 

 

 (1) 實數結構： 

實數僅包含有理數與無理數兩部份，其餘結構如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 實數的四則運算具封閉性： 

實數經加、減、乘、除四則運算之後其結果仍為實數 (除法之除數不可為 0)。 

 

 (3) 實數具有稠密性： 

 若 a, b 且a b ，則兩相異實數 ,a b間必存在另一實數 x，使得a x b    

           (取
2

a b
x

+
= 即可)。此性質稱為實數稠密性。 

   有理數系與無理數系同樣具有稠密性。 

   兩相異有理數間必存在一個無理數。 [高中範圍不討論其證明] 

   兩相異無理數間必存在一個有理數。 [高中範圍不討論其證明] 

   無理數與有理數都是無限多個，而無理數的數量大於有理數的數量。 

 

 

8 實數 KBQS 
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2. 實數的性質 

 

 (1) 實數的運算性質： 

若 , ,a b c皆為實數，則 , ,a b c滿足以下性質： 

      加法交換律：a b b a+ = +              

 乘法交換律：ab ba=  

      加法結合律： ( ) ( )a b c a b c+ + = + +      

 乘法結合律： ( ) ( )ab c a bc=  

      左分配律： ( )a b c ab ac+ = +        

 右分配律： ( )b c a ba ca+ = +  

      加法消去律：a c b c a b+ = +  =       

      乘法消去律： ( 0)ab ac a b c=   =  
 

 (2) 實數的次序性質： 

若 , ,a b c皆為實數，則 , ,a b c滿足以下性質： 

      三一律： , ,a b a b a b =  三者中必有一個且僅有一個成立。 

      遞移律：若 ,a b b c  ，則a c 。  

      加法次序性：若a b ，則a c b c+  + 。 

      乘法次序性：若a b 且 0c  ，則ac bc ；若a b 且 0c  ，則ac bc 。 

      平方次序性：若 0a b  ，則 2 2a b ；若 0a b  ，則 2 2a b 。 

 

 (3) 實數運算經驗法則：  
 

   若a ，則 2 0a  。 
 

   若 ,a b ，且 2 2 0a b+ = ，則 0a b= = 。 

   若 ,a b ，且 2 2 0a b+  ，則 0a b= = 。 
 

   若 , ,a b c ，且 2 2 2 0a b c ab bc ca+ + − − − = ，則a b c= = 。 
 

      若 , ,a b c ，且 2 2 2 0a b c ab bc ca+ + − − −  ，則a b c= = 。 
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 (4) 真假分數結構法則： 
 

      假分數法則：設 , , ,a b x y為正實數且 ,a b x y  ，則
a a y a x

b b y b x

+ +
 

+ +
。 

 【說明】 

2 3 4 5

1 2 3 4
       

          

 真分數法則：設 , , ,a b x y為正實數且 ,a b x y  ，則
b b y b x

a a y a x

+ +
 

+ +
。 

 【說明】 

1 2 3 4

2 3 4 5
    

 

 (5) 運算封閉性的討論： 

以下為各數系對於四則運算是否具封閉性的註記。 

 

  

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

  

 加 減 乘 除 

(分母不為 0) 

正整數     

整數     

有理數     

無理數     

實數     
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例 1  

  

設 , ,x y z 皆為實數且 2 2 22 3 2 8 6 12 0x y z x y z+ + − − + + = ，求 , ,x y z 。 

 

解  2 2 22 3 2 8 6 12 0x y z x y z+ + − − + + =   

 

 

 

 

 

 

 

例 2  

  

 若 1, 2, 1a b c −   − 且 3 2( 1 2 1)a b c a b c+ + + = + + − + + ，求 2 2 2a b c+ + 之值。 

 

解   

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [衛道中學]  

 設 x, y 均為實數，且 2 24 6 6 16 11 0x xy y x y+ + − − + = ，則數對 ( , )x y = ________。 

答： (1,1)  

  

WXZL 
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絕對值與數線 
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1.   數線 

 

(1)  實數線的意義： 

全部實數 (有理數和無理數) 和數線上的點形成一對一的對應；有理數對應的點， 

稱為有理點；無理數對應的點，稱為無理點。 

 

    (2)  實數線上的距離： 

1 2( ), ( )A x B x 在數線上兩點間距離記為 ( , ) ___________d A B = 。 

 

(3)  有理點的作法：  

只要是有理數
q

p
形態 ( ,p q為整數)皆可在數線上以尺規作圖求得，以

4

3
為例： 

Step 1 過 0x = 作一條不與實數線重合 

的直線 L。(令 0x = 的位置為 0P ) 

Step 2 在 L 上從 0x = 開始與 x 軸正向同 

 向取適當長三等分，分別得到 

1P 、 2P 、 3P 。 

Step 3 連接 3P 與 4x = 並令此直線為 1L 。 

Step 4 過 1P 作平行 1L 的直線 2L ， 2L 與 x 軸的交點即為有理點
4

3
x = 。 

 

 (4)  特殊無理點的作法： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

   
 

 
  

 
 

1 

1 

1  

 

 
 

9 數線 YWFD 
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 【說明】 

若給定長度 a，長度 b ，則長度 ab 可以尺規作圖作出： 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.   分點公式 

 

 (1) 內分點公式： 

 

 

 

 

一維數線上有兩點 1( )A x 及 2( )B x ，且 ( )P x 在線段 AB 上， : :AP PB m n= ， 

即 P 為 AB 的內分點，則 2 1 
mx nx

x
m n

+
=

+
。  

 

 【說明】 

1

2

AP m x x m

n x x nBP

−
=  =

−
 

     1 2 2 1( )nx nx mx mx x m n mx nx − = −  + = +  2 1mx nx
x

m n

+
 =

+
 

 (2) 外分點公式： 

 

 

 

 

一維數線上有兩點 1( )A x 及 2( )B x 且 ( )P x 在線段 AB 外， : :AP PB m n=  ( m n ) 

        ，即 P 為 AB 的外分點，則 2 1 
mx nx

x
m n

−
=

−
。 

 

 P(x)  

 
 

  m 
 n 

  

 P(x) 

 

 

 

 

 m 

n   

a b 
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 【說明】    

1

2

AP m x x m

n x x nBP

−
=  =

−
 

     1 2 2 1( )nx nx mx mx x m n mx nx − = −  − = −  2 1mx nx
x

m n

−
 =

−
 

 

    【說例】 

已知 (3), (8),A B P 皆在實數線上，若
5

2

AP

BP
= ，求 P 坐標。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 P(x)  

 
 

  5 
 2 

  

 P(x) 

 

 

 

 

 5 

 2   



陳立數學 – 67 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

例 1  

  

已知單位長 1 時，下列何者可用尺規作圖求得長度？請選出來。 

    (1) 2 2+     (2) 
3 2

7 1

+

+
   (3) 

3 3

7 1+
    (4) 6 125      (5) 0.5   。 

解 凡正有理數 a, b的加a b+ 、減a b− 、乘ab、除
a

b
及 ab 及上述任兩數之加、減、乘、 

除、及幾何平均數皆可尺規作圖得之。 

 

 

 

 

 

 

 

例 2  

  

已知 x y ，則以下哪些數字必定介於 ,x y之間？請選出來。 

    (1) 
2

x y+
    (2) 

2

2 1

x y+

+
    (3) 

3

4

x y+
    (4) 

5 2

3

x y−
     (5) 

3

3

x y+
  。 

 

解  
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例 3  

  

試比較
5 6 5 2 6 3 5 6 5 5 2 6

, , ,
2 3 4 3

x y z u
+ + + −

= = = = 的大小關係。 

 

解  
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1.  平均數 

 

 (1) 算術平均數： 

n 個實數 1 2 3, , , , na a a a 的算術平均數被定義為 

             

                             1 2 3 n
a a a a

A
n

+ + + +
= 。 

 

 (2) 幾何平均數： 

n 個正數 1 2 3, , , , na a a a 的幾何平均數被定義為 

 

           
1 2 3

n
n

G a a a a= 。 

 

2.  二元算幾不等式 

 

 (1) 二變數算幾不等式： 

若 0 , 0a b  ，此時 ,
2

a b
A G ab

+
= = ，則不等式

2

a b
ab 恆成立。 

且只有在a b= 時，不等式的等號才會成立。 

 

 【證明 1】 

22 ( )
0

2 2 2

a b a b ab a b
ab

+ + − −
− = = 

   

2

a b
ab

+
   

        又
2

a b
ab

+
= 時，即

2( )
0

2

a b−
= 時，此時a b=   

 

 

10 
 

算幾不等式 BAHX 
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  【證明 2】proof without words 

 

 

 

 

 

 

 

  【證明 3】proof without words 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 使用時機： 

 相加、相乘同時出現，欲求極值。 

 

                      

                       

                     

 

 

 

 

 

 

 

 倒數相加求極值。 

 

 

 

 

 

 

 

 
a              b 

 
 

已知 2 4x y ，求 xy 的最大值。                             [2] 

已知 0, 0,a b  2 24 8a b ，求 ab 的最大值。                 [2] 

已知 0, 0x y  且 100xy ，求
1 16

x y
之最小值。              [

4

5
] 

已知 2, 1,x y  − ( 2)( 1) 54x y ，求3 2x y的最小值。     [40]     

 

求 2

2

9
x

x
的最小值。                                        [6] 

已知 2x  ，求
4

2
x

x
的最小值。                            [6] 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

斜線部份面積   

 

 

 

 

 

 

 
 
斜線部份面積   
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3.  n 元算幾不等式  [自行參考] 

 

 (1) n 變數算幾不等式： 

設 1 2 3,   , ,a a a , na 為 n 個正數或 0，以下不等式恆成立： 

 

                           1 2

1 2

n n
n

a a a
a a a

n

+ + +
    。 

 

  且只有在 1 2 na a a= = = 時，不等式的等號才會成立。 

 (2) 四變數算幾不等式： 

假設 0, 0, 0, 0a b c d ，則不等式 4

4

a b c d
abcd 恆成立。 

         且只有在a b c d= = = 時，不等式的等號才會成立。 
 

 【證明】 

42 2 ( )( )
4 2 2 2

a b c d
a b c d a b c d

ab cd abcd

+ +
+

+ + + + +
=   =  

 (3) 三變數算幾不等式： 

假設 0, 0, 0a b c ，則不等式 3

3

a b c
abc 恆成立。 

        且只有在a b c= = 時，不等式的等號才會成立。 

 

 【證明】 

將
3

a b c
d

+ +
= 代入 4

4

a b c d
abcd

+ + +
 可得 

       43 ( )
4 3

a b c
a b c

a b c
abc

+ +
+ + +

+ +
   4 ( )

3 3

a b c a b c
abc

+ + + +
    

  4( ) ( )
3 3

a b c a b c
abc

+ + + +
     3( )

3

a b c
abc

+ +
     3

3

a b c
abc

+ +
   
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型一 基本型算幾不等式 

 
 

例 1 

  
 

已知 0 , 0 , 6x y xy  = ，求 2 3x y+ 的最小值，並求有最小值時之數對 ( , )x y 。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2  

 

 已知 2 20, 0, 4 8a b a b  + = ，求 ab 的最大值。 

 

解  

 

 

 

 

 

  

CETU 
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例 3  

 

 已知 0, 0x y  且 100xy = ，求
1 16

x y
+ 之最小值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4  

  

  如右圖，在河邊欲用圍籬圍出四間全等的矩形菜圃， 

且靠河的一邊不須圍籬，又圍籬共長 112 公尺。且 

每間菜圃都有一個 2 公尺的入口。則此四間菜圃的 

最大面積和為_________平方公尺。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 河 

 

 河 
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型二 倒數型算幾不等式 

 
 

例 5  

  

(1) 已知 0x  ，證明
4

4x
x

+  。 

(2) 已知 1x  − ，求
9

( )
1

f x x
x

= +
+

的最小值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題] 

 已知 1t  ，則
4

2 1

t

t −
的最小值為________。 

答： 4 
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例 6 等號成立的重要性 

  

設 x 為任意實數，且函數 2

2

1
( ) 4

4
f x x

x
= + +

+
，試回答下列問題： 

(1) 敘述「 ( ) 2f x  」是否正確？ 

(2) 函數 ( )f x 的最小值是否為 2？試寫出原因。 

 

解  
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型三 進階型算幾不等式 

 
 

例 7  

 

 已知
27

2, 1, ( 2)( 1)
2

x y x y  − − + = ，求3 2x y+ 的最小值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中女中] 

 已知 ,a b為正實數，且2 16a b+ = ，求 ( 1)( 2)a b+ + 的最大值為________。 

答： 50 

 [北一女中] 

 已知 3, 0, 2 3 60x y x xy y  + − = ，求 2 3x y+ 的最小值。 

答： 36 
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例 8  

 

 已知 0, 0x y  ，求
2 3

(3 )(2 )x y
y x

− − 的最小值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [衛道中學]  

 設 0, 0, 0x y z   ，則
2 4( 2 ) 8( )

17
y x x y z z y

x y z

− − + −
+ − + 的最小值為________。 

答：12 2  
 

 

 

 



                             

陳立數學 – 78 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

 
 

 

1.  實數區間表示法 

 

 (1) 開區間： 

符號 ( , )a b 可以表示滿足a x b  的所有實數 x 形成的群體集合。 

 

 

 

 (2) 閉區間： 

符號[ , ]a b 可以表示滿足a x b  的所有實數 x 形成的群體集合。 

 

 

 

 (3) 半開區間： 

 符號 ( , ]a b 可以表示滿足a x b  的所有實數 x 形成的群體集合。  

 

 

 

 

      符號[ , )a b 可以表示滿足a x b  的所有實數 x 形成的群體集合。 

 

 

 

 

 (4) 無限區間： 

   符號 ( , )a  可以表示大於 a 的所有實數所成的群體集合。 

 

 

 

 

 

 b   a 

b  a 

 b   a 

 b   a 

  a 

11 實數區間 KTMS 
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         符號[ , )a  可以表示大於等於 a 的所有實數所成的群體集合。 

 

 

 

 

         符號 ( , )b− 可以表示小於 b 的所有實數所成的群體集合。 

 

 

 

 

         符號 ( , ]b− 可以表示小於等於 b 的所有實數所成的群體集合。 

 

 

 

 

         符號 ( , )−  表示所有實數所成的集合，或可以直接使用集合符號 。 

 

 【說例 1】 

滿足2 3x  的所有實數 x 形成的集合可以表示為____________。 

 【說例 2】 

滿足 3x  的所有實數 x 形成的集合可以表示為____________。 

 

2.  實數區間的相關邏輯符號 

 

 (1) 屬於符號： 

實數 x 若在區間 A 的範圍內，可以表示為 x A 。例如 2 (1, 5) 。 

  

 (2) 聯集符號： 

若解答的集合為兩個以上的不連續區間，可以用聯集符號表示。 

 

 【說例】 

滿足2 3x  或4 8x  的所有實數 x 形成的集合可以表示為________________。 

 

  a 

 b 

 b 
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例 1  

  

已知 2 5 , 1 3x y  −   ，試回答下列問題： 

    (1) 求3 2x y− 的範圍。        (2) 求 2 2x y+ 的範圍。 

 (3) 求 xy 的範圍。     (4) 求
y

x
的範圍。 

解 (1) 【法一】 

2 5 6 3 15

1 3 6 2 2

x x

y y

    
  

−   −  −  
 

    【法二】 

  比較建議使用法一，但如果你想要使用減法產生範圍，則要注意 

「前項的最大值 減去 後項的最小值」才能得到最大範圍上限，同理， 

「前項的最小值 減去 後項的最大值」才能得到最大範圍下限。 

        
2 5 6 3 15

1 3 2 2 6

x x

y y

    
 

−   −   
 6 6 3 2 15 ( 2)x y −  −  − −  

    (2) 
2 5

1 3

x

y

  
  

−   
 

 

   (3) 
2 5

1 3

x

y

 

−     

x與 y 乘積之最大值或最小值可為 2 , 6 , 5 ,15− −  

 

 

 

 

 

  

DXYR 
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例 2  

  

已知 2 5 , 1 3x y  −   ，試求 1xy x y+ − + 的範圍並用區間集合符號表達。    

 

解   
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1.  絕對值 

 

(1) 代數意義： 

絕對值函數定義為
( 0)

( 0)

x
x

x


= 

  
 

(2) 對應數線上的幾何意義： 

 | |x 表示：實數線上 x 到原點的距離。 

 

 1 2| |x x− 表示：實數線上 1x 到 2x 的距離。 

 

(3) 絕對值基本運算： 

 對於任意實數 ,a b來說， ab a b= 。 

 

 對於任意實數 ,a b來說， ( 0)
aa

b
b b
=  。  

 

2.  數線不等式 

 

 (1) 去絕對值： 

 

 ( 0)x a r r a r x a r−    −   +  

 

      ( 0)x a r r x a r−     − 或 x a r +  

 

【說例 1】 

| | 2x    

    【說例 2】  

| | 3x    

 

a a+r  a–r 

a+r a  a–r 

12 絕對值 
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【說例 3】 

| 5 | 2x −   

    【說例 4】 

| 1| 3x −    

 

 (2) 造絕對值： 

 m x M     

 

      x m 或 x M     

 

【說例】 

6 10x    

 

 

3.  三角不等式 

 

 (1) 實數三角不等式： 

對於任意實數 ,a b，下列三角不等式恆成立： 

 

                          a b a b a b+  +  − 。
 

 

【證明】 

分別將 | | | |, | |, | | | |a b a b a b+ + − 平方： 

2 2 2(| | | |) 2 | |a b a b ab+ = + +  ……… 

          2 2 2( ) 2a b a b ab+ = + +   …………… 

             
2 2 2| | | | 2 | |a b a b ab− = + − ………… 

     在三式中比較 | |, , | |ab ab ab−  

由於 | | | |ab ab ab  − ，故 | | | | | | | | | |a b a b a b+  +  −  

 
M  m 

M  m 
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 (2) 等號成立： 

 當 時， | | | |a b+ = a b+ 。 

   當 時， a b a b+ = − 。 

【說明】 

 

 

 

 

 

4. 絕對值方程式的幾何觀點 

 

 (1) 絕對值的幾何意義： 

除了利用代數方式解絕對值方程式之外，由於 x − 表示 x 與在一維實數線上 

之距離，建議先從數線的距離觀點下手，尤其是方程式的絕對值過多時。 

 

 (2) 判定未知數的位置： 

從距離觀點處理絕對值時，有些數值可以讓我們提前判定未知數的大概區間。 

 

 1 5 8x x− + − =  

 

      1 5 20x x x+ − + − =  

 

5. 偏差絕對值函數 

  

 (1) 偏差絕對值函數： 

1 2( ) nf x x x x  = − + − + + −  ( 1 2, , , n   為實數) 稱為偏差絕對值函數。 

 (2) 中位數法則： 

已知 1 2 1( ) | | | | | | | |n nf x x x x x   −= − + − + + − + − 且 1 2 1n n   −    ，  

則 ( )f x 在 x Me時有最小值，其中Me為 1 2 1, , , ,n na   − 之中位數。 
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      奇數個絕對值的中位數法則： 

1 2 3( )f x x x x  = − + − + −
 1 2 3( )    在 2x =  (中位數) 時有 ( )f x 的 

最小值 2( )f  。 

【說明】 

  當 2x = 時， 

 2( )f  = 

 

  當 2x p =  時， 

( )f p =  

  

    

 

      偶數個絕對值的中位數法則： 

1 2 3 4( )f x x x x x   = − + − + − + −
 1 2 3 4( )      對於區間 2 3[ , ]  內 

的任何值，都有 ( )f x 的最小值 ( )f  。 

【說明】 

 

 

 

  當 x = 時 ( 2 3    )， 

 
1 2 3 4 4 1 3 2( )f             = − + − + − + − = − + −  

 

  當 x p= 時 ( p 不在區間 2 3[ , ]  內)， 

 1 2 3 4( )f p p p p p   
• •

= − + − + − + − 4 1 3 2 ( )f    
•

 − + − =  [三角不等式]     

 

 【說例 1】 

( ) 1 3 8f x x x x= − + − + − 有min ( )f x = ________，此時 _____x = 。 

 【說例 2】 

( ) 1 2 3 5f x x x x x= − + − + − + − 有min ( )f x = _________，此時______________。 

   

   

    

  

     p 
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6. 絕對值方程式的處理原則 

  

 (1) 絕對值問題常用方法：  

             

      
  

 
 

 

 (2) 題型分類： 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

題型 A B  

說例 1 3 4x x−  −  

處理原則 [法一] 兩側直接平方  [法二] 討論
4 4

1, 1 ,
3 3

x x x      

        

題型 A B    A B  

說例 1 2 3x x+  +  

處理原則 討論 1, 1x x −  −   

 
 

題型 A B C+    A B C+   

說例 1 2 2 3x x x− + −  −  

處理原則 

[法一] 看成 1 2 ( 1) ( 2)x x x x− + −  − + −  

      再由三角不等式 1 2 ( 1) ( 2)x x x x− + −  − + − 處理之 

[法二] 討論
3 3

1, 1 , 2, 2
2 2

x x x x       
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題型 多絕對值  

說例 1 2 5 20x x x− + − + − =  

處理原則 

[法一] 看成 x分別到 1, 2, 5 的距離總和為 20， 

必在 1 的左側或 5 的右側 

[法二] 討論 1, 1 2, 2 5, 5x x x x       
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型一 絕對值方程式 

 
 

例 1  各校段考必考題型 

 

1ax b+  之解為 1 5x−   ，求 a, b 之值。 

 

解  【常見錯誤】 

 1ax b+    1b ax b−  +    1 1b ax b− −   −  

     
1 1b b

x
a a

− − −
    [錯在哪?] 

  【正解】 

 

 

 

 

 

 

 

例 2 平方使用時機 

 

試解不等式 2 1 5x x−  − 。 

 

解  

 

 

 

 

 

 [衛道中學]  

 若實數 a 滿足1 1 2a −  且 3 9x a x− = − ，則實數 x 的最大值為________。 

答：14 

  

VEIA 
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例 3  

 

試解不等式3 | 2 1| 5x −  。 

 

解 【法一】 

1° Case 1 

1
2 1 0

2
3 2 1 5

2 3

x x

x
x


−   

 
 −    

 

 Case 2 

1
2 1 0

2
3 (2 1) 5

x x

x


−   

 
 − −  



 

    2°  由以上可知所求為 
 

 

【法二】 

 

 

 

 

 

 

例 4 多重絕對值 

 

請問滿足絕對值不等式 1 4 3x − −  的實數 x 解之範圍。 

 

答  

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中一中] 

試問滿足 1 3 4x − −  的整數 x 值共有________個。 

答： 13 

TFNJ 
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例 5  
 

已知方程式 2 24 4 2 1 6x x x x− + + − + = ，求實數 x。 
 

解 將原方程式改寫為： 

 從距離大小與數線上的位置，其實可以看得出 x在 1 的左側或在 2 的右側； 

 若是其他方程式數據，可能較難觀察 x 大概的位置，所以我們以通則來分析： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6  
 

已知方程式 1 2 6 15x x x− + − + − = ，求實數 x。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AGHB 
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例 7  各校重要考題 

 

 如下圖所示，在一條東西向的筆直景觀道路上，有一家電動機車租借站與休息站，分別 

位於道路里程 5 與 20 的位置。遊客租借電動機車騎乘時，偶爾會在路上耗盡電力而需

要道路救援。由於人力與成本的考量，若「救援位置與租借站的距離」再加上「救援位

置與休息站距離的 1.5 倍」不大於 30 時，可以免費服務，則可以免費救援的里程區間

為___________。 

 

 

 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中女中]  

 解不等式 | 2 | | 1| 1x x x+ − −  + 。 

答： 2x  或 4 0x−    

 

租借站 休息站 

20 5 

租借站 

20 5 

休息站 
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型二 偏差絕對值函數 

 
 

例 8 係數是 1 要如何處理? 

 

求使得方程式 1 2 5x x x k− + − + − = 有實數 x 解的 k 範圍。 

 

解  

 

 

 

例 9 係數是 1 要如何處理? 

 

求解不等式 1 5 3x x− + −  。 

 

解  

 

 

 

例 10 係數不是 1 要如何處理? 

 

求 ( ) 3 1 2 2 4 5f x x x x x= − + − + − + − 的最小值與對應的 x 值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題]  

 求
1 1

( ) 1 2 3
2 3

f x x x x= − + − + + 的最小值與對應的 x 值。 

答：
11

,
6

此時 1x =  
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例 11 係數有負號要如何處理? 105 學測 各校段考重要題型 

 

 下列各方程式中，請選出有實數解的選項： 

 (1) 5 1x x+ − =
     

(2) 5 6x x+ − =
       

(3) 5 1x x− − =
 

 
(4) 5 6x x− − =

     
(5) 5 1x x− − = −

  
。 

 

解 5x x+ − 可以表示一維數線上，「x 至原點的距離」與「x 至 5 的距離」之和 

 同理， 5x x− − 可以表示一維數線上，「x 至原點的距離」與「x 至 5 的距離」之差 

 由於 5x x+ − 的最小值為 5，故方程式 5x x k+ − = 有實數 x 解的條件是___________。 

 

 接下來，我們來討論方程式 5x x k− − = 有實數 x 解的條件： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 由於 5x x k− − = 的最小值為 5− ，最大值為 5，  

 故方程式 5x x k− − = 有實數 x 解的條件是___________________。 

 故選______________。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   

圖 示    

    

   

 

 

 P(x) 

  

a 
b 

 

 

 P(x)   
a 

b 

 
 

 P(x)   

a b 
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型三 三角不等式 

 
 

例 12  

 

試解 6 2 4 3 2x x x− + +  − 之 x 的實數範圍。 

 

解  【法一】討論 
  

 可以把實數區間分成四個區域： 

  

 

 

 

 

Case 1 當 6x  時，
6

( 6) (2 4) (3 2)

x

x x x




− + +  −
 

6x

x


 

 為任意實數
  6x   

Case 2 當
2

6
3

x  時，

2
6

3

( ) (2 4) (3 2)

x

x x


 


 + +  − 6 x−

2
6

3

6

x

x


 

 
 

  x 無解 

Case 3 當
2

2
3

x−   時，

2
2

3

( ) (2 4) ( )

x

x


−  

 + +  6 2 3x x− −

2
2

3

2

x

x


−  

 
  −

  2x =−  

Case 4 當 2x  − 時，
2

( ) ( ) ( )

x  −


+  6 2 4 2 3x x x− − − −
 

2x

x

 −
 

 為任意實數
 2x −  

由以上可知實數 x 範圍為 2x  − 或 6x   

 

  【法二】三角不等式 

 ,+   x   

 

 但題給 +   

 
   
 

 

 

 

 

 
 

6 
Case 4   Case 3    Case 2    Case 1 
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 [挑戰題]  

 試解 2 6 2 4x x x− + −  − 之 x 的實數範圍。 

答：2 3x    
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指 數 
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1. 指數與底數 

  

(1) 指數式： 

對於任何 xa 型式寫法，我們稱為指數式，其結果稱為冪 (power)。稱 a 為 

(base number)，稱 x 為 (exponent)。但 00 無意義。 

【說例】 

1024 可寫成 102 型式，其中 2 為底數，10 為指數。 

 

  (2)  指數的討論： 

若 0a  ，以下就不同的實數指數 x 來討論 xa 的意義。 

 

 若指數為正整數 n，則 n

n

a a a a=   
個

。例如 45 5 5 5 5=    。 

 

 若指數為 0，則 0 1xa a= = 。   
 

 若指數為負整數 n，則
1n

n
a

a

− = 。 

 

         若指數為正有理數
1

n
 ( n 為正整數)，則

1

nna a= ，例如
1

5a = 。 

         若指數為正有理數
m

n
 ( m, n 皆為正整數)，則 ( )

m

n m mnna a a= = 。 

 【說例】 

 

 

 

 

 

13 指數律與基本運算 IUNG 
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  0.99 

3 

  5 

3 

    
 

 1.01 

3 

 

 若指數為正無理數，則利用數列的極限來定義無理數指數，如 2a 與 a 。 

 

 【說例】 

2 1.4142= ，數列 1.4 1.41 1.414 1.4142, , , ,a a a a 的極限定義為 2a 。 

 若指數為負數 n，則
1n

n
a

a

− = 。例如
5

7a
−

= 。 

 (3)  指數的計算機運算： 

   

 3651.01 如何求值： 

 

 

 

 365(0.99) 如何求值：  

 

 

 
0.55 如何求值：  

 

 

 

2. 實數指數運算 

 

(1) 指數律： 

對於 0,a  0,b  ,x y為實數，以下指數律恆成立： 

        
x ya a =          

x

y

a

a
=    

 ( )x ya =    

   ( )xab =     ( )xa

b
=   
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【說例 1】 

3 a =                

【說例 2】 

3a a =                     

 

(2)  指數式相等的處理原則： 

     指數順序性：
yxa =  ( 0,a  ,x y為實數) 

【說例】 

2 53 22 4 =  

 

 

 底數相同的指數式怎麼討論？ 

 若 x y
a a=  ( 0a  且 ,x y為實數)，必須討論以下情形： 

Case 1 若 1a ，則 x不一定等於 y ，例如 3 41 1= 或 4 41 1= 。 

           Case 2 若 1a ，則 x y= 。 

 

 底數不同的指數式怎麼討論？  

      若 x y
a b=  ( 0, 0a b  且 ,x y為實數)，先考慮是否可化成同底數； 

若不能化同底數，則討論以下情形： 

Case 1 若 1xa 且 x ya b= ，則 1yb = ，故 1b 或 0y 。 

           Case 2 若 1xa 且 x ya b= ，則我們最多只能得到
1 1

( ) ( )x yx xa b= ，即
y

xa b= 。 

【說明】 

若3 4x y= ，則 0x y 或3 4
y

x= 。 
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3. 利率概念 

 

 (1) 複利的概念： 

若將本金 A 元存入銀行，期利率為 r，如以複利計算，且每期複利一次，n 期 

過後可得本利和 (1 )nA r+ 元。 

  

 

 

 

 

 

 

【說例】 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為3%，每年複利一次，5 年過後可得本利和 

為_____________________元。 

 

 (2) 利率分割： 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為12%，每期以複利計息，n 年過後： 
  

      若每年為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 
  

      若每半年為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 
  

      若每季為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 

 

 

  

第一期 第二期 

A   

第三期 
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型一 指數式的運算 

 
 

例 1 

 

化簡下列各式： 

(1) 3 2 4 1[ ( ) ]a a− −     (2) 3
5 4

a

a
   

(3) 8 10(2 3) (2 3)+ −    (4) 
1 3 1

3 5 3
1

729 32 ( )
27

− −

+ +  

 

解 (1) 3 2 4 1 3 8 1 5 1 5[ ( ) ] ( ) ( )a a a a a a− − − − − − =  = =  

(2) 3
5 4

a

a
=  

 

(3) 8 10 8 8 2 8(2 3) (2 3) (2 3) (2 3) (2 3) ((2 3)(2 3)) (4 3 4 3)+ − = + −  − = + −  + −  

                  8(4 3) (7 4 3) 7 4 3= −  − = −  

(4) 
1 3 1 1 3 1

6 5 3 2 33 5 3 3 5 3
1

729 32 ( ) (3 ) (2 ) (3 ) 3 2 3
27

− − − −

− −+ + = + + = + +  

                    
1 100

8 3
9 9

= + + =  

 

 

 

  這種指數式的化簡，計算不難，但需要的是細心。 

 很多學校期中考的計算量都考到像下面這一題的難度。同學們來試一下吧! 

 

已知

2
7 4 23

5
3 32

4 16 8 1
( )
16

2 2

n
−

−


= ，試求 n 之值。                                   

答：
1

24
 

 

RSPT 
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例 2 

 

已知 0x  且 2 16x

x x= ，求 x 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

例 3 

 

若 23 4x− = ，求 19x− 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

例 4 

 

若 217 15x = 且 315 17y = ，試求 xy 之值。 

 

解  
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例 5  

 

 已知n為自然數，且
5

36 1n n  + ，試求 n 之值。  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

例 6 

 

已知8 9 6x y z= = ，若
2 3 k

x y z
+ = ，求 k 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ASGW 
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例 7 

 

已知 (2.5) (0.025) 1000x y= = ，求
1 1

x y
− 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CDNT 
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型二 雙曲函數 

 
 

例 8  各校段考重要題型 

 

設 2 2 1xa = + ，則
3 3x x

x x

a a

a a

−

−

+
=

+
。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [建國中學] 

  ,a b為實數，已知25 3 1a = − ，及
125 125

25
5 5

a a
a

a a
b

−

−

+
= 

+
，試求 b之值為_______。 

答：
3

2
 

 

HWQV 
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例 9  各校段考重要題型 

 

設 0a  且
1 1

2 2 3a a
−

+ = ，試求下列各式之值： 

     (1) 1a a−+     (2) 2 2a a−+     (3) 
3 3

2 2a a
−

+     (4) 
1 1

4 4a a
−

+  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中女中] 

  設 1x xa a−− = ，則
3 3x x

x x

a a

a a

−

−

−
=

+
。 

答：
4 5

5
 

 [建國中學] 

  設 0a  ，且 2 7 4 3xa = − ，則
4 4x x

x x

a a

a a

−

−

+
=

+
。 

答：48.5 

 

WUGX 
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型三 複利問題 

 
 

例 10  

 

小沂參加銀行存款，約定以年利率 1%的複利，一年為一期計息。若小沂在今年年初 

存入 10000 元，則 15 年後可得本利和 元。 [計算機操作] 

 

解  

  

 

 

 

 

 

 

 

例 11 

 

假設某個國家 40 年後，人口將增加為目前的 2 倍       (經過相同時間成長倍數相同) 。  

(1) 10 年後人口是目前的幾倍？ 

(2) 5 年後人口是目前的幾倍？                  

  

解  

 

 

 

 

  

IMNE 

WUWS 
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例 12 

 

設於某項新實驗中，細菌數 1 日後增加 a 倍，且已知 3 日後細菌數為 200000，
1

4
2
日 

後其數為 1600000，求當細菌數到達 800000 時所需日數。 

 

解  

 

 

  

DHWE 
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型四 半衰期問題 

 

 

例 13 

 

放射性物質的質量   (或濃度) 衰變成原本的一半時所需的時間，我們稱為「半衰期」。 

已知某放射性物質，4 天後剩下 40 克，6 天後剩下 20 克，試回答下列問題： 

(1) 此放射性物質的半衰期為 天。 

(2) 此放射性物質原有 克。 

 

解 設剛開始時，質量為 A，且該物質半衰期為 t 天 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ZCAB 
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例 14  各校重要考題 

 

放射性物質的半衰期 T 定義為每經過時間 T，該物質的質量會衰退成原來的一半。今有 

甲、乙兩種物質，開始記錄時甲物質的質量是乙物質的兩倍，而已知甲的半衰期為 15 

小時，且經過 60 小時後，甲物質的質量是乙物質的 8 倍。則乙物質的半衰期是______ 

小時。 

 

解 設剛開始時，甲、乙的質量分別為 2A、A，且乙的半衰期為 t 小時 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台南女中] 

放射性物質的半衰期 T 定義為每經過時間 T，該物質的質量會衰退成原來的一半。鉛製 

容器中有兩種放射性物質 A、B，開始記錄時容器中物質 B 的質量為物質 A 的 4 倍，而 

48 天後兩種物質的質量相同。已知物質 A 的半衰期為 12 天，請問物質 B 的半衰期為幾 

天？ 

(1) 2 天    (2) 4 天   (3) 6 天    (4) 8 天   (5) 10 天   。 

答：(4) 
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型五 傳染病模型問題 

 
 

例 15  

 

某一類的傳染病接觸，感染後人便會產生抗體而終身免疫，此類的傳染病的感染率 ( )I t  

定義為 

                 ( )
t

I t =
在時間 時被感染過的人數

這城市的總人數
。 

根據衛生組織的調查研究建立了一個關於 ( )I t 的數學模型：
1

( )
1 7 bt

I t
a −

=
+ 

。某種此 

類的傳染病在某個城市蔓延，剛開始 (即 0t = 週時)，約有2%的人口被感染，當 3t =  

週，約有12.5%的人口被感染，試回答下列問題： 

(1) 數對 ( , )a b = 。 

(2) 請問 9 週之後，該城市約有多少比例的人口被感染此傳染病？ 

 

解  

 

 

 

 

  

BCBV 
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型六 進階技巧型問題 

 
 

例 16  自行參考 

 

已知n為正整數，且
1 1

1
(5 5 )

2
n nx

−

= + ，求 2( 1)nx x+ − 之值。 

 

解 1°   2 2( ) ( ) 4x x x xa a a a   

2 2
( ) ( ) 1

2 2

x x x x
a a a a

 

 

2° 

1 1 1 1 1 1

2 2 25 5 5 5 5 5
( ) ( ) 1

2 2 2

n n n n n n

x x

− − −

+ + −
=  = = +

 
1 1

2 25 5
1 ( )

2

n n

x

−

−
 − =  

 3° 

1 1 1 1

2 25 5 5 5
( 1) [ ( ) ]

2 2

n n n n
n nx x

− −

+ −
+ − = +  

  

1 1 1 1
1 1

5 5 5 5 1 1
( | | ) ( 5 5 )

2 2

n n n n
n n n

n n

− −
−

+ − −
= +     

                   

1 1 1 1
1

5 5 5 5
( ) (5 ) 5

2 2

n n n n
n nn

− −

+ −
= + = =  

 

 觀察以下的類題，你或許會有一些推論： 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1
(3 3 )

2
n nx

−

= + ，則 2( 1) 3nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1
(7 7 )

2
n nx

−

= + ，則 2( 1) 7nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1 1 1
(( ) ( ) )

2 3 3
n nx

−

= + ，則 2( 1) 3nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1 1 1
(( ) ( ) )

2 7 7
n nx

−

= + ，則 2( 1) 7nx x+ − = 。  

XBYI 
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例 17 

 

已知
4

( )
4 2

x

x
f x =

+
，求

1 2 3 100
( ) ( ) ( ) ( )
101 101 101 101

f f f f+ + + + 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 18 

 

求

1 2 3 6 7 8

9 9 9 9 9 9

1 2 3 6 7 8

9 9 9 9 9 9

9 9 9 9 9 9

9 3 9 3 9 3 9 3 9 3 9 3

+ + + + + +

+ + + + + +

之值。 

 

解  

 

 

  
 

KFZS 
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常用對數 
                 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  


