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1. 指數與底數 

  

(1) 指數式： 

對於任何 xa 型式寫法，我們稱為指數式，其結果稱為冪 (power)。稱 a 為 

(base number)，稱 x 為 (exponent)。但 00 無意義。 

【說例】 

1024 可寫成 102 型式，其中 2 為底數，10 為指數。 

 

  (2)  指數的討論： 

若 0a  ，以下就不同的實數指數 x 來討論 xa 的意義。 

 

 若指數為正整數 n，則 n

n

a a a a=   
個

。例如 45 5 5 5 5=    。 

 

 若指數為 0，則 0 1xa a= = 。   
 

 若指數為負整數 n，則
1n

n
a

a

− = 。 

 

         若指數為正有理數
1

n
 ( n 為正整數)，則

1

nna a= ，例如
1

5a = 。 

         若指數為正有理數
m

n
 ( m, n 皆為正整數)，則 ( )

m

n m mnna a a= = 。 

 【說例】 

 

 

 

 

 

13 指數律與基本運算 IUNG 
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  0.99 

3 

  5 

3 

    
 

 1.01 

3 

 

 若指數為正無理數，則利用數列的極限來定義無理數指數，如 2a 與 a 。 

 

 【說例】 

2 1.4142= ，數列 1.4 1.41 1.414 1.4142, , , ,a a a a 的極限定義為 2a 。 

 若指數為負數 n，則
1n

n
a

a

− = 。例如
5

7a
−

= 。 

 (3)  指數的計算機運算： 

   

 3651.01 如何求值： 

 

 

 

 365(0.99) 如何求值：  

 

 

 
0.55 如何求值：  

 

 

 

2. 實數指數運算 

 

(1) 指數律： 

對於 0,a  0,b  ,x y為實數，以下指數律恆成立： 

        
x ya a =          

x

y

a

a
=    

 ( )x ya =    

   ( )xab =     ( )xa

b
=   
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【說例 1】 

3 a =                

【說例 2】 

3a a =                     

 

(2)  指數式相等的處理原則： 

     指數順序性：
yxa =  ( 0,a  ,x y為實數) 

【說例】 

2 53 22 4 =  

 

 

 底數相同的指數式怎麼討論？ 

 若 x y
a a=  ( 0a  且 ,x y為實數)，必須討論以下情形： 

Case 1 若 1a ，則 x不一定等於 y ，例如 3 41 1= 或 4 41 1= 。 

           Case 2 若 1a ，則 x y= 。 

 

 底數不同的指數式怎麼討論？  

      若 x y
a b=  ( 0, 0a b  且 ,x y為實數)，先考慮是否可化成同底數； 

若不能化同底數，則討論以下情形： 

Case 1 若 1xa 且 x ya b= ，則 1yb = ，故 1b 或 0y 。 

           Case 2 若 1xa 且 x ya b= ，則我們最多只能得到
1 1

( ) ( )x yx xa b= ，即
y

xa b= 。 

【說明】 

若3 4x y= ，則 0x y 或3 4
y

x= 。 
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3. 利率概念 

 

 (1) 複利的概念： 

若將本金 A 元存入銀行，期利率為 r，如以複利計算，且每期複利一次，n 期 

過後可得本利和 (1 )nA r+ 元。 

  

 

 

 

 

 

 

【說例】 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為3%，每年複利一次，5 年過後可得本利和 

為_____________________元。 

 

 (2) 利率分割： 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為12%，每期以複利計息，n 年過後： 
  

      若每年為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 
  

      若每半年為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 
  

      若每季為一期，則 n 年過後可得本利和_____________________元。 

 

 

  

第一期 第二期 

A   

第三期 
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型一 指數式的運算 

 
 

例 1 

 

化簡下列各式： 

(1) 3 2 4 1[ ( ) ]a a− −     (2) 3
5 4

a

a
   

(3) 8 10(2 3) (2 3)+ −    (4) 
1 3 1

3 5 3
1

729 32 ( )
27

− −

+ +  

 

解 (1) 3 2 4 1 3 8 1 5 1 5[ ( ) ] ( ) ( )a a a a a a− − − − − − =  = =  

(2) 3
5 4

a

a
=  

 

(3) 8 10 8 8 2 8(2 3) (2 3) (2 3) (2 3) (2 3) ((2 3)(2 3)) (4 3 4 3)+ − = + −  − = + −  + −  

                  8(4 3) (7 4 3) 7 4 3= −  − = −  

(4) 
1 3 1 1 3 1

6 5 3 2 33 5 3 3 5 3
1

729 32 ( ) (3 ) (2 ) (3 ) 3 2 3
27

− − − −

− −+ + = + + = + +  

                    
1 100

8 3
9 9

= + + =  

 

 

 

  這種指數式的化簡，計算不難，但需要的是細心。 

 很多學校期中考的計算量都考到像下面這一題的難度。同學們來試一下吧! 

 

已知

2
7 4 23

5
3 32

4 16 8 1
( )
16

2 2

n
−

−


= ，試求 n 之值。                                   

答：
1

24
 

 

RSPT 
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例 2 

 

已知 0x  且 2 16x

x x= ，求 x 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

例 3 

 

若 23 4x− = ，求 19x− 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

例 4 

 

若 217 15x = 且 315 17y = ，試求 xy 之值。 

 

解  
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例 5  

 

 已知n為自然數，且
5

36 1n n  + ，試求 n 之值。  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

例 6 

 

已知8 9 6x y z= = ，若
2 3 k

x y z
+ = ，求 k 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ASGW 
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例 7 

 

已知 (2.5) (0.025) 1000x y= = ，求
1 1

x y
− 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CDNT 
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型二 雙曲函數 

 
 

例 8  各校段考重要題型 

 

設 2 2 1xa = + ，則
3 3x x

x x

a a

a a

−

−

+
=

+
。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [建國中學] 

  ,a b為實數，已知25 3 1a = − ，及
125 125

25
5 5

a a
a

a a
b

−

−

+
= 

+
，試求 b之值為_______。 

答：
3

2
 

 

HWQV 
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例 9  各校段考重要題型 

 

設 0a  且
1 1

2 2 3a a
−

+ = ，試求下列各式之值： 

     (1) 1a a−+     (2) 2 2a a−+     (3) 
3 3

2 2a a
−

+     (4) 
1 1

4 4a a
−

+  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中女中] 

  設 1x xa a−− = ，則
3 3x x

x x

a a

a a

−

−

−
=

+
。 

答：
4 5

5
 

 [建國中學] 

  設 0a  ，且 2 7 4 3xa = − ，則
4 4x x

x x

a a

a a

−

−

+
=

+
。 

答：48.5 

 

WUGX 
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型三 複利問題 

 
 

例 10  

 

小沂參加銀行存款，約定以年利率 1%的複利，一年為一期計息。若小沂在今年年初 

存入 10000 元，則 15 年後可得本利和 元。 [計算機操作] 

 

解  

  

 

 

 

 

 

 

 

例 11 

 

假設某個國家 40 年後，人口將增加為目前的 2 倍       (經過相同時間成長倍數相同) 。  

(1) 10 年後人口是目前的幾倍？ 

(2) 5 年後人口是目前的幾倍？                  

  

解  

 

 

 

 

  

IMNE 

WUWS 
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例 12 

 

設於某項新實驗中，細菌數 1 日後增加 a 倍，且已知 3 日後細菌數為 200000，
1

4
2
日 

後其數為 1600000，求當細菌數到達 800000 時所需日數。 

 

解  

 

 

  

DHWE 
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型四 半衰期問題 

 

 

例 13 

 

放射性物質的質量   (或濃度) 衰變成原本的一半時所需的時間，我們稱為「半衰期」。 

已知某放射性物質，4 天後剩下 40 克，6 天後剩下 20 克，試回答下列問題： 

(1) 此放射性物質的半衰期為 天。 

(2) 此放射性物質原有 克。 

 

解 設剛開始時，質量為 A，且該物質半衰期為 t 天 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ZCAB 
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例 14  各校重要考題 

 

放射性物質的半衰期 T 定義為每經過時間 T，該物質的質量會衰退成原來的一半。今有 

甲、乙兩種物質，開始記錄時甲物質的質量是乙物質的兩倍，而已知甲的半衰期為 15 

小時，且經過 60 小時後，甲物質的質量是乙物質的 8 倍。則乙物質的半衰期是______ 

小時。 

 

解 設剛開始時，甲、乙的質量分別為 2A、A，且乙的半衰期為 t 小時 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台南女中] 

放射性物質的半衰期 T 定義為每經過時間 T，該物質的質量會衰退成原來的一半。鉛製 

容器中有兩種放射性物質 A、B，開始記錄時容器中物質 B 的質量為物質 A 的 4 倍，而 

48 天後兩種物質的質量相同。已知物質 A 的半衰期為 12 天，請問物質 B 的半衰期為幾 

天？ 

(1) 2 天    (2) 4 天   (3) 6 天    (4) 8 天   (5) 10 天   。 

答：(4) 
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型五 傳染病模型問題 

 
 

例 15  

 

某一類的傳染病接觸，感染後人便會產生抗體而終身免疫，此類的傳染病的感染率 ( )I t  

定義為 

                 ( )
t

I t =
在時間 時被感染過的人數

這城市的總人數
。 

根據衛生組織的調查研究建立了一個關於 ( )I t 的數學模型：
1

( )
1 7 bt

I t
a −

=
+ 

。某種此 

類的傳染病在某個城市蔓延，剛開始 (即 0t = 週時)，約有2%的人口被感染，當 3t =  

週，約有12.5%的人口被感染，試回答下列問題： 

(1) 數對 ( , )a b = 。 

(2) 請問 9 週之後，該城市約有多少比例的人口被感染此傳染病？ 

 

解  

 

 

 

 

  

BCBV 
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型六 進階技巧型問題 

 
 

例 16  自行參考 

 

已知n為正整數，且
1 1

1
(5 5 )

2
n nx

−

= + ，求 2( 1)nx x+ − 之值。 

 

解 1°   2 2( ) ( ) 4x x x xa a a a   

2 2
( ) ( ) 1

2 2

x x x x
a a a a

 

 

2° 

1 1 1 1 1 1

2 2 25 5 5 5 5 5
( ) ( ) 1

2 2 2

n n n n n n

x x

− − −

+ + −
=  = = +

 
1 1

2 25 5
1 ( )

2

n n

x

−

−
 − =  

 3° 

1 1 1 1

2 25 5 5 5
( 1) [ ( ) ]

2 2

n n n n
n nx x

− −

+ −
+ − = +  

  

1 1 1 1
1 1

5 5 5 5 1 1
( | | ) ( 5 5 )

2 2

n n n n
n n n

n n

− −
−

+ − −
= +     

                   

1 1 1 1
1

5 5 5 5
( ) (5 ) 5

2 2

n n n n
n nn

− −

+ −
= + = =  

 

 觀察以下的類題，你或許會有一些推論： 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1
(3 3 )

2
n nx

−

= + ，則 2( 1) 3nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1
(7 7 )

2
n nx

−

= + ，則 2( 1) 7nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1 1 1
(( ) ( ) )

2 3 3
n nx

−

= + ，則 2( 1) 3nx x+ − = 。 

  已知 n 為正整數，且
1 1

1 1 1
(( ) ( ) )

2 7 7
n nx

−

= + ，則 2( 1) 7nx x+ − = 。  

XBYI 
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例 17 

 

已知
4

( )
4 2

x

x
f x =

+
，求

1 2 3 100
( ) ( ) ( ) ( )
101 101 101 101

f f f f+ + + + 之值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 18 

 

求

1 2 3 6 7 8

9 9 9 9 9 9

1 2 3 6 7 8

9 9 9 9 9 9

9 9 9 9 9 9

9 3 9 3 9 3 9 3 9 3 9 3

+ + + + + +

+ + + + + +

之值。 

 

解  

 

 

  
 

KFZS 
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常用對數 
                 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  


