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1. 數系符號 

 

 (1) 實數結構： 

  實數內的組成與分類如下表所示，在之後的單元有更詳細的介紹。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

(2)  整數集合的符號： 

 所有整數 ( integer ) 形成的集合，用         表示。 

 所有正整數 ( positive integer ) 形成的集合，用          表示。 

 所有負整數 ( negative integer ) 形成的集合，用          表示。 

 所有自然數 ( natural number ) 形成的集合，用         表示。 

【說明】 

在不同的領域中，自然數的定義可能會不相同，故在數學上會將兩個集合的符 

號作出區別。而定義中最主要的差別在於有沒有包含 0 這個數字。在高中課綱 

規定中，我們將自然數與正整數這兩者視為相同。 

 

1 常用記號 RWWF 
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(3)  實數集合的符號： 

 所有實數 ( real number ) 形成的集合，用          表示。 

 所有正實數 ( positive number ) 形成的集合，用          表示。 

 所有負實數 ( negative number ) 形成的集合，用          表示。 

 所有有理數 ( rational number ) 形成的集合，用          表示。 

 所有正有理數 ( positive rational number ) 形成的集合，用          表示。 

 

2. 邏輯符號 

 

(1) 屬於的符號： 

記號「」代表                 。 

 當我們要表達「x 是一個實數」時，可以用             表示。 

 

 當我們要表達「a 與 b 都是整數」時，可以用                 表示。 

 

    (2) 全稱符號： 

記號「」代表                                              。   

【說例】 

「對於任意正整數 x，皆大於 0。」可表為：                         。 

 

3.   極值符號 

 

(1) 最大值符號： 

「函數 2( 2) 5y x= − − + 的最大值 (maximum) 為 5」可記為                。 

 

(2) 最小值符號： 

「函數 23( 2) 7y x= − + 的最小值 (minimum) 為 7」可記為                 。 

 

 

  



 
 

【觀念一】何謂有理數：凡是數可以寫成 型式且 , , 0p q p∈ ≠ ， 

這樣的數稱為有理數，有理數集以 表示。 

   《說明》分數：
1
3
，整數：

55
1

= ，循環小數：
310. 31
99

= 皆為有理數 

 

【觀念二】兩個有理數相加、相減、相乘、相除(分母 0≠ )，其結果亦為 

          ，此種現象，稱為有理數對加法、減法、乘法、除法 

具有 性。 

 

【觀念三】在數線上有理數所對應的點稱為有理點。 
 
 
 

【觀念四】利用尺規作圖作出
2
3

(已知單位長1) 

          方法 令 2 2 3 1
3 1 3 2

xx
x

=  =  =
→ 放在右分母

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

1 3
2

2



1



x

2 有理數 
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【觀念五】有理數的稠密性 

  

   《說明》1°  二有理數 , ( )a b a b< ，找一數
2

a bx +=  

2°  ( )
2

a bx += ∈ 封閉性  

3°  0
2 2 2

a b b a a bb b+ − +− = > ∴ >  

4°  0
2 2 2

a b a b a ba a+ − +− = < ∴ <  

綜合3 4° °知：
2

a ba b+< <  

 

【觀念六】自然數(正整數)與整數有 性。 

(1) 自然數的分散性： ,a b∈ ，若a b≠ ，則 。 

(2) 整數的分散性： ,a b ∈，若a b≠ ，則 。 

(3) 其中 | |a b− 數線上幾何意義表示： 

。 

 

 

  

a b

2
a b+
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例 1. (能力指標：真假分數法則)  

, , ,a b x y 為正數且 ,a b x y> >  

(1) 比較 , ,a a x a y
b b x b y

+ +
+ +

大小 

(2) 比較 , ,b b x b y
a a x a y

+ +
+ +

大小 

B：(1) 假分數法則：
2 3 4 5
1 2 3 4

> > >   

        a a y a x
b b y b x

+ +∴
+ +

 

C：
( ) ( ) ( )1 0

( ) ( )
a a y a b y b a y a b y
b b y b b y b b y

+ + − + −° − = = >
+ + +

 a a y
b b y

+
 >

+
 

( )( ) ( )( )2
( )( ) ( )( )

a y a x a y b x a x b y ax by ay bx
b y b x b y b x b y b x

+ + + + − + + + − −° − = =
+ + + + + +

 

( )( ) 0
( )( )
a b x y
b y b x

− −= >
+ +

 a y a x
b y b x

+ +
 >

+ +
 

由1 , 2° °知
a a y a x
b b y b x

+ +> >
+ +

  

     (2) 真分數法則：
1 2 3 4
2 3 4 5

< < <   

       b b y b x
a a y a x

+ +∴
+ +

 

C：
( ) ( ) ( )1 0

( ) ( )
b b y b a y a b y b a y
a a y a a y a a y

− + − + −° − = = <
+ + +

 b b y
a a y

+
 <

+
 

( )( ) ( )( )2
( )( ) ( )( )

b y b x b y a x a y b x bx ay ax by
a y a x a y a x a y a x

+ + + + − + + + − −° − = =
+ + + + + +

 

( )( ) 0
( )( )
b a x y
a y a x

− −= <
+ +

 b y b x
a y a x

+ +
 <

+ +
 

由1 , 2° °知
b b y b x
a a y a x

+ +< <
+ +
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例 2. (能力指標：循環小數) 

將下列循環小數化為分數： 

(1) 0. 7   (2) 0. 73   (3) 0. 456  (4) 0. 9   (5) 1.025  

B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
例 3. (能力指標：循環小數) 

請選出正確的選項： 

(1) 0.35 0.65 1+ =    (2) 0.35 0.354>  

(3) 0.34 0.343=    (4) 169
325

化成小數後是有限小數 

(5) 3
7
化成小數後是循環小數，小數點後第 100 位數字是 5 

 B： 
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例 4. (能力指標：四捨五入)  

有一個既約分數(最簡分數)的分子與分母相差7，將其化為小數 

並四捨五入至小數點後第一位得0.5，求這個分數是多少？ 

B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

例 5. (能力指標：有限小數)  

100 ,a a< ∈ ，求 a的最大值使
105

a
為有限小數。 

B：  
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1. 設 ,a b 皆為正整數，若
b
a
介於

3
24

與
2

17
之間，試求 a 的最小值。 

 
 
 
 
 
 
2. 試判斷下列哪些分數可化為有限小數？ 

(A) 12345
180

   (B) 513678
275

   (C) 325
52

   (D) 909
108

   (E) 975
525

 。 

 
 
 
 
 
 

3. 設 a 為 1 至 9 的正整數，且
13 150.1 2
90 90

a< < ，則 a 的值為何？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 25   2. (B)(C)   3. 5 6a = 或  

  

簡 答 
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4. 若5.23 0.523
990

k+ =  則k為 。 

 
 
 
 
 
 

5. 試分別以手算及計算機操作，說明
1

17
是否為循環小數？並求小數點後第 112

位數字。                                            (北一女中學資) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 5698   5. 7   

簡 答 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 
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6. (105 數乙試題) 

考慮有理數
n
m
，其中m 、n為正整數且1 8mn≤ ≤ 。則這樣的數值 

(例如
1
2
與

2
4
同值，只算一個)共有幾個？ 

(1) 14個  (2) 15個  (3) 16個  (4) 17 個  ( 5 ) 18個 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. (4) 

  

簡 答 
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1. (能力指標：連分數)  

正整數 , , ,a b c d 滿足
1 37

1 13
1

a
b

c
d

+ =
+

+

， 

求a b c d− + − 之值？     

B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. (能力指標：整數分散性)  

設 , ,a b c ∈ ，若 | 1 | 3 | 2 | 4 | 3 | 3a b c+ + + + + = ，則數對 

( , , )a b c 有 組解。 

B：  
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【觀念一】何謂無理數：凡是實數不可以寫成 型式且 , ,p q ∈]  

          0p ≠ ，這樣的數稱為無理數。 

   《說明》 32 , 3 , 7 , ,π ""皆為無理數。 

 

【觀念二】無理數可看成：不循環的無限小數。 

 

【觀念三】無理數的性質： 

           , , , , 2 2a b c d a b c d a c∈ + = + ⇔ =_ 且b d=   

《說明》(1) 若 a c= 且b d= 則 2 2a b c d+ = +  

(2) 若 2 2a b c d+ = +  

   設 ( ) 2 2 c ab d b d c a
b d

−≠  − = −  =
−

 

   (矛盾  2 , c a
b d

−∉ ∈
−

∵ _ _ ) 

   ∴假設錯誤    b d∴ = ，代回原式得 a c=  

 

【觀念四】無理數雙根號運算 

(1) 2 ( , 0)a b ab a b+ = >+  

(2) 2 ( 0)+ = > >a b ab a b—  

   《說明》 2 22 ( ) ( ) 2a b ab a b a b+ + = + +  

2( )a b a b= + = +  

            同理 2a b ab a b+ − = −  

 

  

3 無理數 
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[立即練習] 

(1) 5 2 6+ =  

(2) 6 2 5− =  

(3) 4 2 3− =  

(4) 17 12 2+ =  

(5) 2 3− =  

 

【觀念五】(一) 尺規作圖的三要素 

(1) 無刻度直尺   (2) 圓規   (3) 有限步驟 

(二) 尺規數運算 

(1) 加    (2) 減    (3) 乘    (4) 除    (5) 開平方根 

   《說明》 

 

(3) 作a b×  

   令 1
1

=  =  =
→

x b ax ab
a b x 放在右分母

 

 
 
 
 
 

(4) 作 a
b

 

   令 1
1

=  =  =
→

a x a bx
b b a x 放在右分母

 

 
 
 

 
  

a b 1

ab

1

a

b1
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1

2

2 3 4

 

(5) 作 ab  
 
 
 
 

 

 

【觀念六】在數線作出 a 無理點 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

例 1. (能力指標：尺規作圖)  

給定單位長度 1，下列何者可用尺規作圖？ 

3
3 73 2 3(A) 2 2 (B) (C) (D) 3 7 (E) 3 7

7 1 7 1
++ + +

+ +
 

 B： 
 
 
 
 
 
 
  

法 1 法 2 1

1

2
3

4

a b

1 2 3 4
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例 2. (能力指標：無理數性質)  

,a b 為有理數且滿足 4 3 5 2 5 1 2 5a b a b+ + = + − ，求 ,a b ？ 

B：原式可整理： (4 ) 3 5 1 (2 2 ) 5a b a b+ + = + −  

    

 



 

 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標：無理數性質) 

2 0 ,x ax b+ + = a b, ∈_，若1 2+ 為其一根，求 ,a b 及另一根？ 

B：1 1 2° +∵ 為一根 2(1 2) (1 2) 0 + + + + =a b  

( 3) ( 2) 2 0 + + + + =



a b a
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例 4. (能力指標：雙根號)  

若 11 6 2+ 的整數部分為 a ，小數部分為b ， 

求
1 7− =

+b a b
。 

 B：1 11 6 2 11 2 18 9 2 3 2° + = + = + = +  

        整數部分為 a =       ，小數部分為b =  

     2° 1 7
b a b

− =
+

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 5. (能力指標：雙根號) 

x , y ∈_，若 3 2 2 17 12 2 43 30 2x y− + − = − ，求 x 與 y 。 

 B：  
 
 
 
 
 
 
 
  

陳立數學~16~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 6. (能力指標：小數範圍)  

正實數 a 的小數部分是b ，若已知 2 2 38a b+ = ，求 a 與b 之值。 

 B：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 7. (能力指標：有理數無理數性質)  

下列敘述何者正確？ 

     (A) 若 a2 與 a6 都是有理數，則 a 是有理數。 

     (B) 若 a5 與 a7 都是有理數，則 a 是有理數。 

     (C) 已知 ,a b 皆為有理數且 x, y 皆為無理數，若 a x b y+ = + ， 

則 a b= 且 x y= 。 

     (D) 兩個無理數相加的結果仍然是無理數。 

     (E) 一個有理數與一個無理數之積必為無理數 

 B： 
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1. 設正數 a 之小數部分為b ，且 2 22 15a b+ = ，求 2a b+ 。 
 
 
 
 
 
 
 
2. 下列何者為有理數？ 

(A) 0.4     (B) 0.08 0.72×     (C) 2 3 2 3+ − −     (D) 2
3

π  。 

 
 
 
 
 
 
 
3. 設正數 a 的小數部分是 ( 0)b b ≠ 且 2a b+ 為整數，試求b 為多少？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 3 3     2. (A)(B)    3. 5 1
2

b −=   

簡 答 
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4. 若 a 是有理數，b 是無理數，則下列何者必為無理數？ 

(A) a b+      (B) a b−      (C) ab      (D) a
b

     (E) 2 2a b+  。 

 
 
 
 
 

5. 已知 a 為正有理數，且
21 3 4819 8 3

2
M a

a
−= − + 是有理數，則 M 為

。 

 
 
 
 
 
 
6. 已知單位長，下列何者可以尺規作圖得知長度？請選出來。 

(1) 5 1
2
+    (2) 2 3 2 3+ − −    (3) π    (4) 0.4    (5) 

3

3

108
4

。 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. (A)(B)   5. 5
2

   6. (1)(2)(4)(5)  

簡 答 
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7. 化簡 4 15 4 15− + + = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. 10   

簡 答 
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1. (能力指標：無理數) 

設 k 為一整數。已知
131

3 3
k k +< < ，則 k = 。 

 B：  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. (能力指標：雙根號) 

n 為正整數，且
13 5 3 5

2 2
n n +< + + − < ，則 n 為 。 

 B：  

 

 
  

陳立數學~21~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



3. (能力指標：有理數) 

圓心為O 的半圓，如圖， ,BD AC BE OD⊥ ⊥ ，若 ,AB BC 線段 

長均為有理數，則下列哪些線段的長度必為有理數？ 

(A) AD     (B) BO     (C) DE     (D) BE     (E) EO   
 B：  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

  

A O B C

D

E
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1. 平面上有共線三相異點 A B C、 、 ， B 介於 A C、 之間， 

3 2 3 9 14 3= + = − +、AB BC ，若以 AC 為直徑作一 

半圓，過 B 作 AC 垂直線交半圓於 D ， BD的長度可化 

簡為 3a b+  (其中 a b、 都為正整數)，則數對 

( , ) =a b 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. (3 , 4)  

A B C 

D 

簡 答 
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【觀念一】何謂實數 

          有理數集與無理數集的聯集為實數集，以 表示。 

      
 
 
 
 
【觀念二】實數的運算性質 

          (1) 結合律： ( ) ( ) , ( ) ( )a b c a b c ab c a bc+ + = + + =  

          (2) 交換律： ,a b b a ab ba+ = + =  

          (3) 分配律： ( )a b c ab ac+ = +  

          (4) 消去律：若 a c b c+ = + ，則 a b=  

                     若ac bc= 則 ( 0)a b c= ≠  
 

【觀念三】實數的次序性質 

          (1) 三一律： , ,< = >a b a b a b三者中恰一式成立 

          (2) 遞移律：若 ,a b b c< < ，則 a c<  

          (3) 加法律：若 a b< ，則 a c b c+ < +  

          (4) 乘法律：若 a b< 且 0c > ，則ac bc<  

                     若 a b< 且 0c < ，則ac bc>  
 

【觀念四】實數性質 

          (1) 若 a ∈ ，則 2a ≥0  

          (2) 若 ,a b∈ ，則 2 2a b+ ≥0  

          (3) 若 2 2, , 0∈ +a b a b = 則 0a b= =  

          (4) 若 2 2, ,∈ +a b a b ≤0則知 2 2 0a b+ = ，則 0a b= =  
  

實數
有理數

分數

整數

正整數 (自然數)

0

負整數
無理數

4 實數 
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【觀念五】實數的封閉性 

實數對加法、減法、乘法、除法（分母 0≠ ），其結果仍為實數， 

這個性質稱為實數對於加、減、乘、除法具有封閉性。 

 

【觀念六】實數的稠密性：  

  《說明》 , ,a b a b∈ < ，取
2

a bx +=  

          (1) x ∈  

          (2) 0
2 2

a b a ba x a a x+ −− = − = <  <  

          (3) 0
2 2

a b a bx b b x b+ −− = − = <  <  

          由(2)(3)知 a x b< <  
 

 
例 1. (能力指標：實數性質)  

2 2, 2 4 5 0+ − − + =, x y x yx y∈ ，求 ,x y？ 

 B：原式  
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例 2. (能力指標：實數性質)  
2 2 2, 2 3 2 8 6 12 0+ + − − + + =, , x y z x y zx y z∈ ，求 , ,x y z？ 

 B：原式  
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1. 試問下列各敘述何者為假？ 

  (1) 兩無理數的和與積都是無理數 

  (2) 有理數與無理數的和與積都是無理數 

  (3) 兩實數的和與差都是有理數時，這兩數也必定是有理數 

  (4) 兩實數的和與積都是有理數時，這兩數也必定是有理數 。 
 
 
 
 
2. 試問下列各敘述何者為真？ 

  (1) 2 與 3 之間有無窮多個有理數 

  (2)  2 與 3 之間有無窮多個無理數 

  (3) 若 a 為一實數，且 a3 與 a5 都是有理數，則 100a 是有理數 

  (4) 若 a 為一實數，且 a4 與 a6 都是有理數，則 a 是有理數  

  (5) 已知 a, b 皆為有理數且 x, y 皆為無理數，若 a x b y+ = + ，則 a b= 且 x y=  

 
 
 
 
3. 設 , , ,a b c d 均為整數，若 2 2 2 2 3 2 2 2 2a b c d a b c d+ + + + ≤ + + + ，求四數積 abcd

之值。 
 
 
 
 
 
 

1. (1)(2)(4)   2. (1)(2)(3)   3. 0 1 2或 或       

簡 答 
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4. 已知 , , ,x y z u 皆為實數且 2 2 2 2 1x y z u x y z u+ + + + = + + + ，求 , , ,x y z u 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. 已知 ,x y 皆為有理數且 ,a b 皆為無理數，試問下列各敘述哪些為真？ 

(1) 
3

a x+
為無理數  (2) a b

x y
+ 為無理數    (3) | | | |a b+ 為無理數 

(4) ax為無理數  (5) 若 2 3x ya a+ = + ，則 2, 3x y= =   。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 1
2

x y z u= = = =     5. (1)(5)  

簡 答 
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6. 下列各敘述哪些為真？請選出來： 

(1) 若a是質數，則 a 是無理數 

(2) 若 ,a b 皆為無理數，則 ,a b a b+ − 之中至少有一個無理數 

(3) 若a b− 為有理數且ab為無理數，則a b+ 為有理數 

(4) 若 , ,a b b c c a+ + + 為有理數，則 , ,a b c皆為有理數 

(5) 存在 ,a b為無理數，使得ab為無理數且
a
b
為有理數  。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. (1)(2)(4)(5) 

  

簡 答 
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1. (能力指標：二元配方法)  
2 2, 5 4 6 2 2 0x xy y x y− + − + + =,x y ∈ ，求 ,x y？ 

 B：觀察 2 2,x y 係數， 2y 係數為 1，對 y 配方比較方便 

原式  2 2(2 4 ) (5 6 2) 0y x y x x+ − + − + =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. (能力指標：封閉性)  

{ }1, 0 , 1S = − ，問 S 對： 

(1) 加法    (2) 乘法    是否具有封閉性？ 

B： 
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1. 設 ,x y 皆為整數，且 2 22 2 4 6 4 0x xy y x y− + + − + = ，求 y x− 的 

最大值。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 3  

簡 答 
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2025



Part 1



 
 

【觀念一】全部實數(有理數和無理數)和數線上的點形成一對一的對應 

 

【觀念二】數線上二點間距離： 1 2( ) , ( ) , ( , )A x B x d A B =  

 

 
 

【觀念三】數線上內分點公式： 2 1mx nxx
m n

+=
+

 

 

 

 

《說明》 1 2 1
2 1

2

x x mx nxm mx mx nx nx x
n x x m n

− +=  − = −  =
− +

 

 

【觀念四】數線上外分點公式： 2 1mx nxx
m n

−=
−

 

 

 

 

《說明》 1 2 1
2 1

2

x x mx nxm mx mx nx nx x
n x x m n

− −=  − = −  =
− −

 

 

 

 

  

m n

m
n

1x
A B

2x

1x
A B

2xx
P

1x
A B

2x x
P

5 數線 
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例 1. (能力指標：內外分點公式)  

(3) , (5)A B ，P 在數線上，若
3
2

AP
BP

= ，求 P 坐標？ 

 B：1°  x =  
 
 
 
 
 
 
     2°  x =  
 
 
 

 
 
 
 
例 2. (能力指標：分點位置比大小)  

設 0b a> > ，試比較
2 3 2 3, , , , ,

2 3 4 5
a b a b a b a ba b + + + +

 

的大小關係？ 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

3 2 

2 

3 

a                           b 

a                           b 

a                           b 

a                           b 

A B
5x

P
3

A B
x
P

3 5
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例 3. (北一女中學資) 

如右下圖， ABCΔ 的邊長分別為 7AB = 、 5AC = 、 9BC = ，將 BC 邊貼在

數線上，使得 B 為原點， A∠ 的角平分線交數線於 P 點， A∠ 的外角平分線

交數線於Q 點，試問 P 點、Q 點的坐標為何？ 

 B：  
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1. 數線上三點 (2) , ( 5) , ( )A B P x− ，已知 : 3: 4AP BP = ，求 x 之值。 

 
 
 
 
2. 設 ( 6,0) (4,0) (99,2010)A B P− 、 、 ，若點C 在 x 軸上，且 PACΔ 的面積為 PBCΔ  

面積的 4 倍，求C 的坐標為 。 

 
 
 
 

3. 若 r s< ，令
2 3 2 5 2 7 13 2, , , ,

5 7 9 11
r s r s r s r sa b c d+ + + −= = = =  

15 2
13
s re −= ，則 , , , ,a b c d e 之大小關係為 。 

 
 
 
 
4. 試比較下列數字大小： 

2 2 3 3 2 2 3 2 3 18 3, , ,
3 5 2 4

a b c d+ + + += = = = 。 

 
 
 
 
 

1. 1x = − 或 23x =     2. 22( ,0)
3

C 或 ( )2,0C     3. d a b c e< < < <  

4. d a b c< < <  
  

簡 答 
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1. (能力指標：無理數性質)  

兩個不相等的有理數之間至少存在一個無理數，說明之。 

 B：舉例如右圖 

     1°  , ,a b a b∈ <_  

        取內分點
2

1 2
b ax +=

+
 

     2°  設
2,

1 2
b ax x +∈ =

+
_  

        2 2 2 b xx x b a
x a

−
 + = +  =

−
 

        (矛盾  2 , b x
x a

−∈ ∈/
−

∵ _ _ ) 

        ∴ 假設錯誤    x∴ ∈/ _，即
2

1 2
b a+ ∈/

+
_  

     3°  2 0
1 2 1 2
b a a ba x a a x+ −− = − = <  <

+ +
 

     4°  ( )22 0
1 2 1 2

a bb ax b b x b
−+− = − = <  <

+ +
 

     由3 , 4° ° 知 a x b< <  

 

 
 

bxa
1 2
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【觀念一】
( 0)

| |
( 0)
x

x
x

≥
=  <

 

 
【觀念二】絕對值的幾何意義： 

          (1) | |x 表示：x 到原點的距離 

          (2) 1 2| |x x− 表示： 1x 到 2x 的距離 

 
【觀念三】在數線上指出下列絕對值不等式及等式的解 

          (1) | | 1x =   

          (2) | | 2x <   

          (3) | | 3x >   

          (4) | | 1x ≤   

          (5) | | 2x ≥   

          (6) | 1 | 3x − ≤   

 
【觀念四】絕對值不等式的結論 

          (1) | | ( 0)x a a≤ >   

          (2) | | ( 0)x a a< >   

          (3) | | ( 0)x a a≥ >   

          (4) | | ( 0)x a a> >   

  

1− 0 1

01− 12− 2

01− 12− 2 33−

1− 0 1

01− 12− 2

12− 4

6 絕對值 
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【觀念五】數線不等式 

  (1) | |
2 2 2 2 2

M m M m m M M m M mx x m x M+ − − + −− ≤  ≤ − ≤  ≤ ≤  

  (2) | |
2 2 2 2

M m M m M m M mx x+ − + −− ≥  − ≥ 或
2 2

M m m Mx + −− ≤  

x M ≥ 或 x m≤  

  (3) | |
2

M mm x M x +≤ ≤  − ≤
2

M m−  

  (4) x M≥ 或 | |
2

M mx m x +≤  − ≥
2

M m−
 

 

【觀念六】絕對值不等式： | | | | | | | | | |a b a b a b− ≤ + ≤ +  

 

【觀念七】(1) | | | | | |a b a b= + ⇔+                           (同號性質) 
(2) | | | | | |a b a b= + ⇔—                           (異號性質) 

 

 
例 1. (能力指標：絕對值不等式) 

| 1 |ax b+ ≤ 之解為 1 5x− ≤ ≤ ，求 a , b 之值？ 

 B：法 1 由 | 1 | 1 1 1ax b b ax b b ax b+ ≤  − ≤ + ≤  − − ≤ ≤ −  

         

1 10 ,

1 10 ,

b ba x
a a

b ba x
a a

− − −> ≤ ≤

− − −< ≤ ≤





 

     法 2 由 1 5x− ≤ ≤   
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例 2. (能力指標：絕對值不等式)  

解不等式： 3 | 2 1 | 5x< − < 。 

 B：

12 1 0
1 2

3 2 1 5 2 3

x x
x x

− ≥ ≥ °  < − <  < <

 

     
12 1 0

2 2
3 (2 1) 5

x x
x

− < < °  < − − < 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標：絕對值方程) 

| 2 | | 1 | 6x x− + − = ，求 x = ？ 

 B： 

     

22 9
92 1 6 2
2

1 2

1

xx
x

x x x

x

x

≥≥   = − + − = = 

≤ <



<









 

    由 , ,  知  

  

1 2
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例 4. (成功高中學資) 

一筆直的路段設有水廠 A與電廠 B各一座，其坐標為 ( 2) (4)A B− 、 ，為了回

饋沿路居民，水電的基本費計算方式為：「住戶到電廠距離的 3 倍加上該住

戶到水廠的距離和為該用戶的水電基本費。」則該路段基本費不超過 22 元

的區域範圍為 。(今設路段住戶 P坐標 x 即求 x 範圍) 

B： 
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1. 設 ,a b 是不為0 的實數，試問何者使 0ab < 恆成立？ 

 (1) a b a b+ = +   (2) a b a b− = +  

 (3) a b a b− = −   (4) 5 5a b a b− + − = −   。 

 
 
 
 
 

2. 設 ,x y 為實數，且 2 3, 1 2x y− ≤ + ≤ ， 

則 ( )222 11 5 2 3 6 9 12x y y x x x y− + + + − + + + + + + = 。 

 
 
 
 
 
 
3. 若解下列不等式，則何者 x 的範圍在數線上所佔的長度為 8？ 

(A) 8x ≤    (B) 8x ≥ −    (C) 1 4x − ≤  

(D) 2 1 2x − ≤    (E) 3 1 11x≤ + ≤  。 

 
 
 
 
 
 
 
 
1. (2)    2. 34    3. (C)   

簡 答 

陳立數學~41~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

4. 設 ,p q 皆為特定實數，若 1px q+ ≥ 之解為 7x ≥ 或 1x ≤ − ，則實數對

( , )p q = 。 

 
 
 
 
 
 
 

5. 方程式 1 2 3 4x x+ + − = 的實數解為 。 

 
 
 
 
 
 
 

6. 解不等式
1 3

2 3 5

x

x

 − ≥


+ <
。 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. 1 4( , )
3 3

−    5. 0 或 2   6. 4 2x− < ≤ −    

簡 答 
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7. (1) 某產品背後包裝重量的標示如右圖所示：              (北一女中學資) 

若此產品重量為 x g ，試以絕對值符號表示重量 x 的範圍。 

 
 

(2) 請利用一條絕對值不等式表示以下的數線區間。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. 試求不等式 4 | 2 3 | 16x< − ≤ 之解為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1) | 30 | 3x − ≤    (2) 3 | 2 | 5x< + <      8. 14 3 2 6
3 2

x x− ≤ ≤ − < ≤或  

  

簡 答 

容量：  
產地：台灣宜蘭 

    
 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 
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9. (103 學測試題) 

請問滿足絕對值不等式 4 12 2x x− ≤ 的實數 x 所形成的區間， 

其長度為下列哪一個選項？ 

(1) 1   (2) 2   (3) 3   (4) 4   (5) 6   。 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
9. (4)  

簡 答 
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1. (能力指標：絕對值性質) 

(1) ,a b ∈\，證明 | | | | | |a b a b+ ≥ + 。 

(2) 利用(1)結果證明： | | | | | |a b a b− ≥ − 。 

 B：(1) 有關絕對值證明一律採平方法 

         

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

(| | | |) (| |) 2 | | ( )
2 | | 2

2(| | ) 0
(| | | |) (| |) | | | | | |

a b a b a b ab a b
a b ab a b ab

ab ab
a b a b a b a b

+ − + = + + − +
= + + − − −
= − ≥

∴ + ≥ +  + ≥ +

 

     (2) | | | | | |a b a b+ ≥ +∵  
         | | | | | | | | | | | |a b b a b b a b a b∴ − + ≥ − +  − ≥ −  
 
2. (能力指標：性質循環應用)  

(1) | | 1 , | | 1a b< < ，證明 1
1
a b

ab
+ <

+
。 

(2) 利用(1)的結果及 | | 1c < ，證明 1
1
a b c abc

ab bc ca
+ + + <

+ + +
。 

 B：(1) 有關絕對值證明題一律採平方法 

         

2 2

2

2 2 2 2

2

22 2

2 2

2

( )1 1
1 (1 )

2 1 2
(1 )

| | 1 1( 1)( 1) 0
(1 ) | | 1 1

1 1
1 1

a b a b
ab ab

a b ab ab a b
ab

a aa b
ab b b

a b a b
ab ab

 + +− = − + + 
+ + − − −=

+

 < ∴ <− − −= <   + < ∴ < 

+ +∴ <  <
+ +

∵

∵

 

(2) 由(1)的結果知 1
1
a b

ab
+ <

+
且 | | 1c <  

          
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3. (能力指標：性質循環應用)  

(1) | | 1 , | | 1a b< < ，證明 1ab a b+ > + 。 

(2) 由(1)結果， | | 1c < ，證明 2abc a b c+ > + + 。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. (能力指標：絕對值不等式)  

證明：
| | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |
a b a b

a b a b
+ ≤ +

+ + + +
。 

 B： 
 
 
 
 
 

 
 

陳立數學~46~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 
 

【觀念一】 0 , 0a b≥ ≥ ，算術平均 A =          ，幾何平均G =  

【觀念二】 
 

                                        
2

a b ab+ ≥  

 
 
 

   《說明》
22 ( ) 0

2 2 2
a b a b ab a bab+ + − −− = = ≥  

           
2

a b ab+∴ ≥     等號成立時： a b=  

 

例 1. (能力指標： A G≥ ) 

(1) 0 , 0 ,x y> > 16+ =x y ，求 xy 的最大值？ 

(2) 0 , 0 ,x y> > 6=xy ，求 2 3+x y 的最小值？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 

  

2
a b+

ab

a b

8 算幾不等式  
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例 2. (成功高中學資) 

已知 ,a b 是實數且 2 24 12a b+ = ，求 ab 的範圍。 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標： A G≥ ) 

1 2, 0 , 1a b
a b

> + = ，求 a b× 的最小值？ 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
例 4. (能力指標： A G≥ ) 

1a > − ，求
4

1
a

a
+

+
最小值？ 

 B：  
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例 5. (能力指標： A G≥ 應用)  

小立想利用 21公尺長的鐵絲網在屋後的空地上圍出一塊矩形 

的菜圃，將菜圃靠在屋後，則只須圍三邊且為方便進出，三邊 

都留下1公尺的出入口，若小立想圍成面積最大的菜圃，則最大 

面積為 M 平方公尺，長邊為 k 公尺，求數對 ( , )M k = 。 

 B：  

 

 
 
 
 
 
 
  

陳立數學~57~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 兩正數 ,a b 滿足 2 2 4a b+ = ，試求 2( )a b+ 之最大值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. 設 x∈ ，試求 2
2
184 2

2 1
y x x

x x
= + +

+ +
的最小值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 8   2. 10  

簡 答 

陳立數學~58~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

3. 欲使用鐵絲在河岸圍一矩形土地(沿河岸的一邊不圍)，使其面積為 200 平方公

尺，試問最少需要使用 公尺的鐵絲。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 設 ,x y 皆為正數，試求
1 1( )( )x y
y x

+ + 的最小值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. 40   4. 4  

簡 答 

陳立數學~59~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. (能力指標： A G≥ ) 

, , 0 , 6x y z x y z> + + = ，求 2 3xy z 最大值？ 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. (能力指標： A G≥ ) 

2 3, , 0 , 64x y z xy z> = ，求3 2x y z+ + 最小值？ 

 B： 

 
 
 

 
 
 
  

陳立數學~60~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



3. (能力指標： A G≥ 應用) 

如圖，半徑為 4 的半圓形場地，在其中要圍出一個最大的 

矩形花圃，試求其最大面積。 

 B：  

 

 
  

4

 
 

陳立數學~61~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 若已知長方體體積 327cm ，試求其表面積最小值。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. 設 , , 0a b c > 且 6a b c+ + = ，試回答下列各問題： 

(1) 求 abc 之最大值。    (2) 求 2a bc 之最大值。    (3) 求 2 3ab c 之最大值。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 254cm    2. (1) 8  (2) 81
4

  (3) 108 

簡 答 

陳立數學~62~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 
 

【觀念】實數區間 

(1) 開區間 ( , )a b a x b < <  

(2) 閉區間[ , ]a b a x b ≤ ≤  

(3) 半開區間 ( , ]a b a x b < ≤  

[ , )a b a x b ≤ <  

(4) 無限區間 ( , )a x a∞  >  

[ , )a x a∞  ≥  

( , )b x b−∞  <  

( , ]b x b−∞  ≤  

( , ) x−∞ ∞  ∈  
 

 
例 1. (能力指標：不等式重組)  

| 2 7 | 3 , | 1| 2x y− ≤ − ≤ ，求下列各範圍？ 

     (1) 3 2x y− 的範圍 

     B：
3 2 7 3 2 5 6 3 15
2 1 2 1 3 6 2 2

x x x
y y y

− ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
     − ≤ − ≤ − ≤ ≤ − ≤ − ≤  

原式  

 
     (2) xy 的範圍 

     B：
2 5

1 3
x

y
≤ ≤

− ≤ ≤
最大，最小值乘積結果可為 2 , 6 , 5 ,15− −  

 
 
 

a b

a b

a b

a b

a

a

b

b

9 實數範圍與區間 

陳立數學~63~絕對智慧 
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     2 2(3) x y+ 的範圍 

     B：
2 5

1 3
x

y
≤ ≤ 

  − ≤ ≤ 
 

 
 
     (4) 1xy x y+ − + 的範圍 

     B：原式 ( 1)( 1) 2x y= − + +  

         
2 5 1 1 4

1 3 0 1 4
x x

y y
≤ ≤ ≤ − ≤ 

 − ≤ ≤ ≤ + ≤ 
 

                     最大，最小乘積結果可為 0 , 4 ,16  

                     
 
 

     (5) y
x

的範圍 

     B： 
 
 
 
 
 
 
 

     (6) x
y

的範圍 

     B： 02 5
1

1 3
yx

y
=≤ ≤

° ⎯⎯⎯→− ≤ ≤
計算易出錯  

1 32
2 2

y
x

−° ≤ ≤ ⎯⎯⎯→倒數  

2 2
3

x x
y y

 ≥ ≤ −或  

 
  

  

 
 

 

陳立數學~64~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 設 2 5 , 3 8x y− ≤ ≤ ≤ ≤ ，試求下列各式之範圍。 

  (1) xy        (2) x
y

 

 
 
 
 
2. ,x y 皆為實數，且滿足 2 3x − ≤ 且 7 4y + ≤ ，則下列敘述何者正確？ 

請選出來。 

   (A) 8 10x y≤ − ≤     (B) 11 15xy≤ ≤     (C) 5 1
3 3

x
y

− ≤ ≤
 

 

   (D) 21 25x≤ ≤       (E) 20 121y≤ ≤  。 

 
 
 
 
 
3. 若 ,x y m n> > 但 0xy ≠ ，試在以下選出正確的選項： 

(A) x m y n− > −   (B) x n y m− > −   (C) xm yn>  

(D) 2 2x y>    (E) 1 1
x y

<  。 

 
 
 
 
 
 

1.(1) 16 40xy− ≤ ≤  (2) 2 5
3 3

x
y

− ≤ ≤    2. (C)(E)    3. (B)  

簡 答 

陳立數學~65~絕對智慧 
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4. 若 , , ,a b c d 皆為實數且 ,a b c d> > ，則下列何者正確？ 

   (A) ac bd>      (B) a c b d+ > +    (C) 1 1
a b

<  

   (D) 若 2 2a b< ，則 a b<   (E) 若 x 為實數，則 a x b x+ > + 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. 設 ,x y ∈ 且 3 1 2 8x y− ≤ ≤ ≤ ≤, ，則 3 2 1xy x y− + + 之範圍為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. (B)(D)(E)   5. 2 3 2 1 22xy x y≤ − + + ≤   

簡 答 
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1. (能力指標：不等式線性重組)  

( ) , 0 (1) 3 , 1 (2) 2f x ax b f f= + < < < < ，求 (3)f 的範圍？ 

 B：
0 (1) 3 0 3 ( )
1 (2) 2 1 2 2 ( )

f a b
f a b

< < < + < 
 < < < + < 

希望

希望

乘上

乘上

k
m

 

     可得 ( 2 ) ( ) 3k m a k m b a b+ + + = +  

     令
2 3

1

kk m
k m m

 =+ = 
 + =  =

 

 

     
0 3
1 2 2

a b
a b


< + < ∴  < + < 


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       平方公式 
 

【觀念一】和的平方公式： 2 2 2 2( ) 2 ( ) 4a b a ab b a b ab+ = + + = +—  

 

【觀念二】差的平方公式： 2 2 2 2( ) 2 ( ) 4a b a ab b a b ab− = − + = + —  

 

【觀念三】平方差公式： 2 2( )( )a b a b a b+ − = −  

 

【觀念四】三項和的平方公式： 2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca+ + = + + + + +  

 

 

例 1. (能力指標：平方差) 
2 2 2 2

2 2 2 2
3 4 5 32

3 1 4 1 5 1 32 1
× × × × =

− − − −
" ？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

型一 

10 乘法公式 

式的運算 

陳立數學~68~絕對智慧 
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例 2. (能力指標：平方差)  
2 4 87 9 (8 1) (8 1) (8 1) 2 1n× × + × + × + = − ，求 n =？ 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標：完全平方式)  

求 95 99 101 105 144× × × + =？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

陳立數學~69~絕對智慧 
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例 4. (能力指標：倒數完全平方式)  

若0 1x< < ，化簡
2 2

2 2
1 12 2x x
x x

+ + − + − =？ 

 B：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

陳立數學~70~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 設 ,x y 是兩實數，且 x y> 。若 2 22 5x y x y+ = + =, ， 

則
1 1
x y

− = 。 

 
 
 

 

 

2. 已知 2 4 87 9 (8 1) (8 1) (8 1) 4 1n× × + × + × + = − ，求 n 。 

 
 
 
 
 
 
 

3. 設
2 2 2 2 2 21 2 3 4 49 50 ,
1 3 5 7 97 99

x = + + + + + +"
2 2 2 2 2 21 2 3 4 49 50
3 5 7 9 99 101

y = + + + + + +" 。 

求 x y− 之值。 

 
 
 

 

 

 

 
 

1. 2 6    2. 24   3. 2550
101

 

  

簡 答 
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4. 已知 , ,a b c 為實數，且 2 2 20, 1a b c a b c+ + = + + = ，求 4 4 4a b c+ + 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 

5.  化簡 1999 2000 2001 2002 1× × × + 。 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. 若 n 為正整數，已知 2 2 2 2
1 1 1 1 501(1 )(1 )(1 ) (1 )
2 3 4 1000n

− − − ⋅⋅ ⋅ − = ，試求 n 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. 1
2

   5. 4001999   6. 500 

  

簡 答 

陳立數學~72~絕對智慧 
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7. 設
6 2
6 2

x −=
+

，試求下列各小題： 

(1) 1x
x

+    (2) 2
2

1x
x

+    (3) 3
3

1x
x

+  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1) 4   (2) 14   (3) 52  

簡 答 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 

陳立數學~73~絕對智慧 
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1. (能力指標：平方差)  

4 16 64( ) (1 )(1 )(1 )(1 )f x x x x x= + + + + "，若
3 8( ) ( )
8 5

f f a⋅ = ， 

求 a=？ 

 B：
4 16 64

2 2 8 32 128

( ) (1 )(1 )(1 )(1 )
1

( ) (1 )(1 )(1 )(1 )
f x x x x x
f x x x x x

 = + + + +° 
= + + + +

"

"
 

       

2 2 4 8 16 32

2 4 8

( ) ( ) (1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )
(1 )(1 )(1 )(1 )(1 ) 1

1 1

f x f x x x x x x x
x x x x x x

x x

∞

 = + + + + + +
− + + + + −= =

− −

"

"  

31 ( )3 9 1 882 ( ) ( ) 3 58 64 51
8 8

3 9 3( ) ( ) ( ) ( )
8 64 8

9 9( ) ( )
64 64

f f

f f f f a

f a f a

∞−
° = = =

−

 =

 =  =

  

陳立數學~74~絕對智慧 
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       高次公式(Ι)  
 

【觀念一】巴斯卡三角形 

          

 

 

 
 
 
 
【觀念二】基本公式 

          (1) 2 2 2( ) 2x y x xy y+ = + +  

          (2) 3 3 2 2 3( ) 3 3x y x x y xy y+ = + + +  

          (3) 3( )x y− =  

          (4) 4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4x y x x y x y xy y+ = + + + +  

          (5) 4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4x y x x y x y xy y− = − + − +  

          (6) 5 5 4 3 2 2 3 4 5( ) 5 10 10 5x y x x y x y x y xy y+ = + + + + +  

          (7) 5 5 4 3 2 2 3 4 5( ) 5 10 10 5x y x x y x y x y xy y− = − + − + −  

【觀念三】和的立方公式： 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b= + + ++  

3 3 3 ( )a b ab a b= + + +  

【觀念四】差的立方公式： 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b= − + −—  

3 3a b= — — 3 ( )ab a b—  

【觀念五】立方和公式： 3 3 3 2 2( ) 3 ( ) ( )( )a b a b ab a b a b a ab b+ = + = + − ++ —  

重要應用： 3 1x + =  

【觀念六】立方差公式： 3 3 3 2 2( ) 3 ( ) ( )( )a b a b ab a b a b a ab b− = − = − + ++—  

重要應用： 3 1x − =  

  

型二 

1 
1  1 

1  2  1 
1  3  3  1 

1  4  6  4  1 
1  5  10  10  5  1 

1( )a b a b+ = +
2( )a b+ =

3( )a b+ =
4( )a b+ =

5( )a b+ =

陳立數學~75~絕對智慧 
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【觀念七】(1) 4 2 2 2 2 2 21 ( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x x+ + = + − = + + − +   

(2) 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )( )a a b b a b ab a ab b a ab b+ + = + − = + + − +   

 

例 1. (能力指標：配方)  

若已知 5 , 3a b ab+ = = ，試求： 

     2 2 2 3 3 4 4 5 5( 1 ) (2) ( ) (3) (4) (5)a b a b a b a b a b+ − + + +  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

陳立數學~76~絕對智慧 
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例 2. (能力指標：倒數配方)  

若已知
1 3x
x

+ = ，試求： 

2 3 4 5
2 3 4 5

1 1 1 1(1) (2) (3) (4)x x x x
x x x x

+ + + +  

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

例 3. (能力指標： 4 2 1x x+ + 分解)  

化簡： 2 2(1) ( 1)( 1)( 1)( 1)a a a a a a+ − + + − +  

4 2(2) ( 1)( 1)( 1)a a a a+ − + +  

 B：  

 
 
 

  

陳立數學~77~絕對智慧 
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1. 設 2 5a = ，則 2 2( 1)( 1)( 1)( 1)a a a a a a− + − + + + 之值為 。 

 
 
 
 
 
2. 設 ,a b 為實數，且 2 21 , 3a b a b+ = + = ，試求 3 2 2 32 2a a b ab b+ + + 之值。 

 
 
 
 
 
 
3. 設實數 ,x y 滿足 3 32 3, 8 9x y x y+ = + = ，則 2 24x y+ = 。 

 
 
 
 
 
 
4. 利用乘法公式 4( )x y+ 與 4( )x y− 的展開式求 4( 11 7)+ 的整數部分。 

 
 
 
 
 
 
 

1. 124   2. 2   3. 5   4. 1263 
  

簡 答 
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       高次公式(ΙΙ)  

【觀念一】 2 2 2 2 2 21 [( ) ( ) ( ) ]
2

a b c ab bc ca a b b c c a+ + − − − = − + − + −  

【觀念二】三項立方公式： 

          (1) 3 3 3 2 2 23 ( )( )a b c abc a b c a b c ab bc ac+ + − = + + + + − − −  

  《證明》    

3 3 3 3 33 ( ) 3 ( ) 3a b c abc a b ab a b c abc+ + − = + − + + −   

              

3 3

3

2

2 2 2

( ) 3 ( )
( ) 3( ) ( ) 3 ( )
( )[( ) 3( )]
( )( )

a b c ab a b c
a b c a b c a b c ab a b c
a b c a b c ab bc ca
a b c a b c ab bc ca

= + + − + +
= + + − + + + − + +
= + + + + + − + +
= + + + + − − −

 

          (2) 若 0a b c+ + = 則 3 3 3 3a b c abc+ + =  

3 3 3 2 2 2

2 2 2

(3) 3 ( )( )
1( ) [( ) ( ) ( ) ]
2

a b c abc a b c a b c ab bc ca

a b c a b b c c a

+ + − = + + + + − − −

= + + − + − + −
  

              2 2 2( ) ( ) ( ) 0 ,a b b c c a− + − + − ≥∵  

              3 3 3 3a b c abc+ + − 與 a b c+ + 同號 

【觀念三】高次公式： 

          1 2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + + +"  

          1 2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −+ = + − + − +"   (若 n 為奇數) 

          重要應用： 2(1) 1x − =  

3

4

5

1

1

1

x

x

x

− =

− =

− =

 

3

5

(2) 1

1

x

x

+ =

+ =
 

  

型三 

陳立數學~79~絕對智慧 
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1. (能力指標：配方) 
2 2, , 1 0x y x xy y x y∈ + + + − + =\ ，求 ,x y =？ 

 B： 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

2. (能力指標： 3 3 3 3a b c abc+ + − 的應用) 

若已知 5 , 3a b c ab bc ac+ + = + + = ，試求： 3 3 3 3a b c abc+ + − =？ 

 B： 
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3. (能力指標： 3 3 3 3a b c abc+ + − 的應用) 

, ,a b c 為三角形三邊長且滿足 3 3 3 3a b c abc+ + = ，證明此三角形 

為正三角形。 

 C：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4. (能力指標： 3 3 3 3a b c abc+ + − 的應用)  

試求 5 3 5 3 3(2 3) (8 2 ) 11+ + − − =？ 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

陳立數學~81~絕對智慧 
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5. (能力指標： 3 3 3 3a b c abc+ + − 的應用)  

化簡 3 3 3(2 3) (3 4) (1 5 )x x x+ + − + − 。 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. (能力指標： 3 3 3 3a b c abc+ + = 的應用)  

試因式分解 3 3 3(3 2 ) (5 2 ) (3 5 )a b c b a c− − − − −  

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
  

陳立數學~82~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 已知 7 5 2, 7 5 2, 7 5 2x y z= + − = − + = − + + ， 

試回答下列問題： 

(1) 2 2 2 _________x y z xy yz zx+ + + + + = 。 

(2) 3 3 3 3 _________x y z xyz+ + − = 。 

 
 
 
 
 
 
2. 設 , ,a b c 為三角形三邊長且8 8 8 3 2a b c a b c+ ++ + = ⋅ ，證明三角形為正三角形。 

 
 
 
 
 
 
 
3. 因式分解 3 3 3 3a b c abc+ − + 。 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. (1) 28   (2) 4(2 2 5 5 7 7 3 70)+ + −    2. 見詳解 

3. 2 2 2( )( )a b c a b c ab bc ca+ − + + − + +  

簡 答 
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       分組提出公因式 

例 1. 試因式分解下列各式： 2 2 2(1) (1 ) ( )ab c c a b− − −   

2 2(2) 9 3( 1) ( 1)x x x x+ + + + +  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. 因式分解 3 3 3 31 a b a b− + − =？ 

 B：  

 
 
 
 
 
 
  

型一 

11 因式分解 
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       十字交乘法 

例 1. 試因式分解下列各式： 2 2 2 2 2(1) 3 4a b x ab x b+ −  

3 2 2 3

2 2 2

(2) 5 25 30
(3) 2 ( )

x y x y xy
x bx a b

− +
− − −

 

 B： 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. 因式分解 2 2(1) ( 2 4)( 2 6) 21x x x x+ + + − +  

2 2(2) ( 3 2)( 7 12) 3x x x x+ + + + −  

 B：  

 
 
 
 
 
 

  

型二 

陳立數學~85~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



      拆項與補項 

例 1. 試因式分解下列各式： 4 3 2(1) 2 1x x x x+ + + +  

4(2) 4x +  
4 2(3) 9 5 1x x+ +  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (1) 因式分解 4 26 25n n− +  

(2) n∈，若 4 26 25n n− + 為一質數，求 n 與此質數。 

 B：  

 
 

  

型三 

陳立數學~86~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



      強迫分解 

例 1. 因式分解： (1) 3 2 6xy x y+ − −  

2 2 2 2

(2) 5 4 20
(3) 1

xy x y
x y x y

+ + +
− − +

 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

型四 

陳立數學~87~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



      配合整數解 

例 1. 設 x∈ 且 2 71x + ∈ ，試解 x =？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 2. 設 ,x y ∈ 且
5 4 3
x y

+ = ，試解數對 ( , )x y =？ 

 B：  

 
 

  

型五 

陳立數學~88~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 3. (能力指標：平方差)  

已知直角三角形的三邊長皆為整數，且有一股的長度是 20， 

求這樣的直角三角形有幾個？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

陳立數學~89~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 下列何者為 8 4 2xy x y− + − 的因式？ 

   (A) 2x +     (B) 2x−      (C) 4x−     (D) 8x−  。 
 
 
 
 
 
 

2. 下列哪一個式子是
3

3

8
a b− 的因式？ 

   (A) 2 22 4a ab b− +     (B) 2 22 4a ab b+ +     (C) 2a b+     (D) 2a b+ 。 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. 因式分解 2 2 2 24 2x y xy x y+ − − 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. (B)   2. (B)   3. (2 )(2 )xy x y xy x y+ − − +   

簡 答 

陳立數學~90~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

4. 下列何者正確？ 

(A) 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b− − + = +  

(B) 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b+ − + = −  

(C) 2 2 2 2 4 2 2 4( )( )a ab b a ab b a a b b+ + − + = − +  

(D) 2 2 4 4( )( )( )a b a b a b a b+ − + = − 。 

 
 
 
 
 
 
5. 試因式分解 2 2 2(1 ) ( )ab c c a b− − − 。 
 

 
 
 
 
 
 
6. 在 240 與 250 之間恰有一個正整數可以整除 242 1− ，則此數為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. (D)   5. ( )( )a bc b ac+ −    6. 241  

簡 答 

陳立數學~91~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

7. 求 2 24 1x y− = 之整數解。 

 
 
 
 
 
 
8. 下列何者不是 5 33 4x x x− − 的因式？ 

  (A) 2x−    (B) 2x +     (C) 3x x+     (D) 1x − 。 
 
 
 
 
 
 
 

9. 計算
4 4 4 4 4

4 4 4 4 4
(10 64)(18 64)(26 64)(34 64)(42 64)
(6 64)(14 64)(22 64)(30 64)(38 64)

+ + + + +
+ + + + +

之值。 

[提示：利用 4 64x + 的因式分解] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1 , 0) 或 ( 1 , 0)−    8. (D)   9. 97  

簡 答 

陳立數學~92~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

10. 因式分解 4 44a b+ 。 
 
 
 
 
 
 
 

11. 因式分解 2 2( 1)( 1) 4a b ab− − − 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
12. 有三個質數，其積為其和的 19 倍，求此三質數和。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. 2 2 2 2( 2 2 )( 2 2 )a ab b a ab b+ + − +    11. ( 1)( 1)ab a b ab a b+ + − − − −    12. 33 

簡 答 

陳立數學~93~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

13. 因式分解 ( 1)( 3)( 5)( 7) 15x x x x+ + + + + 。(分成 4 個一次因式) 

 
 
 
 
 
 
 

14. 解 4( 1)(2 1)(3 1)(4 1) 6 0x x x x x+ + − − + = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

15. 已知 x 和 2 9 1x x− − 皆為整數，試求 x 之值。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ( 2)( 6)( 4 6)( 4 6)x x x x+ + + − + +   14. 1 6
5

x − ±= 或
1 7

6
− ±  

15. 26 10 17 1x or or or= − −   

簡 答 

陳立數學~94~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

16. 因式分解 2( 1) ( )( 1) 5ab a b ab ab− + + + + 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17. 因式分解 ( 1)( 1)( 1)xy x y xy+ + + + 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ( 1 )( 1 )ab a ab b+ + + +    17. ( 1 )( 1 )xy x xy y+ + + +   

簡 答 

陳立數學~95~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

      雙十字交乘法 

1. 因式分解 2 26 3 11 4x xy y x y+ − − + −  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. 因式分解 2 23 8 3 10 10 8x xy y x y− − − − −  

 B：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

型六 

陳立數學~96~絕對智慧 
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3. 因式分解 2 22 6 5 11 3x xy y x y− − + + −  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

陳立數學~97~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 
 

【觀念一】平方根定義：設 a , x 均為實數， 

          (1) 若 2 0x a= ≥ ，則 x 叫做 a 的平方根，以 x a= ± 表示 

          (2) 每一個正數均有兩個平方根，且互為相反數 

          (3)  0 只有一個平方根，即 0 本身 
            
【觀念二】平方根性質：設 a , b 均為實數，則 

          (1) 2 | |a a=          (2) 2( ) | |a b a b− = −  

 
【觀念三】平方根運算： 

          (1) 同次根式，可以乘除。 

              3 5 3 5 15× = × =  
          (2) 同類根式，可以加減。 

              2 3 5 3 (2 5) 3 7 3+ = + =  

 

例 1. (能力指標：平方根) 

設 2− 為 2x y− 的平方根，且 2 10x y− + 的平方根為 3， 

求 x y− = ？ 

     (A) 1−     (B) 1    (C) 3−     (D) 5  

 B： 
 
 
 
 
 
 

  

例 

例 

12 平方根 

陳立數學~98~絕對智慧 
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例 2. (101 學測試題) 

2 2
1 1 1
5 4

+ + 等於下列哪一個選項？  

(1) 1.01   (2) 1.05    (3) 1.1   (4) 1.15    (5) 1.21 
 B： 
 

 
  

陳立數學~99~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 已知 2 1.414 3 1.732≈ ≈, ，若
9 3 7 12 5 48
(1 2)( 12 6)

x + −=
+ −

， 

則下列何者為真？ 

(A) 0 1x< <      (B) 1 2x< <      (C) 2 3x< <      (D) 3 4x< < 。 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. 設
5 1
2

x −= ，試求下列各式的值： 

(1) 1 1
x

−    (2) 2 1x x+ −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. (C)   2. (1) 
5 1
2
−

  (2) 0  

簡 答 

陳立數學~100~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

3. 義大利畫家達文西把一線段分成兩段不相等的線段，使得較長的一段與較短

的一段之比等於全段與較長一段之比，而這種比值稱為黃金比例，常用ϕ 表

示： 
 
 

5 1
2

AP AB
BP AP

ϕ += = = ，試求 BP ABα= 時的α 值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. 
3 5

2
−

     

簡 答 

A P B

陳立數學~101~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 
 

【觀念一】立方根定義：設 a , x 均為實數， 

          若 3x a= ，則 x 叫做 a 的立方根， 

其中實立方根以 3x a= 表示 
            
【觀念二】立方根性質：設 a , b 均為實數，則 

          (1) 3 3a a=            (2) 33 ( )a b a b− = −  

 
【觀念三】立方根運算： 

          (1) 同次根式，可以乘除。 

              3 3 3 33 5 3 5 15× = × =  
          (2) 同類根式，可以加減。 

              3 3 3 32 3 5 3 (2 5) 3 7 3+ = + =  

 

1. (能力指標：方根運算)  

設 ,a b 為實數，且 0 , 0a b ab+ < > ，則 3 3 2a b− ⋅ =？ 

   (A) ab−     (B) ab±     (C) a b     (D) | |ab−  

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 

  

例 

例 

陳立數學~102~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



2. (能力指標：根式化簡) 

將 3 3 36 4 32 2 108+ − + 化為最簡根式得其值為 。 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. (能力指標：根式化簡) 

化簡 23 3 32 (5 32 2 108) ( 3 2)⋅ − + + − =  

(A) 10 3− +    (B) 10 3− −    (C) 6 3− −    (D) 6 3− +  
 B：  

 

 
 

陳立數學~103~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



2025



Part 2



 
       二次根式 
 

【觀念一】分母有理化 ( 0 , 0)b b a ab a b
a aa a

= × = > ≥  

【觀念二】
2 | | ( , 0)a b a b a b a b= = ≥  

【觀念三】分母有理化
1 1 a b a b

a ba b a b a b
− −= × =

−+ + −
 

【觀念四】分母有理化
1 1 a b a b

a ba b a b a b
+ += × =

−− − +
 

 

 

例 1. (能力指標：有理化) 

試有理化：
5 2(1) (2) 2

18 3
 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 

  

型一 

13 有理化分母 

陳立數學~104~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 2. (能力指標：有理化)  

試有理化：
6+ 5 1(1) (2)
5+ 3 1 2 3+ +

 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 3. (師大附中)  

若 10 3p = − ， 3 2 2q = − ， 2 2 7r = − ，則 , ,p q r 三數之大小順序 

為 。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

陳立數學~105~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 4. (能力指標：有理化)  

化簡
1 1 1

2 1 3 2 100 99
+ + + =

+ + +
？ 

 B：  

 
  

陳立數學~106~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 滿足 90x 為正整數且1 100x≤ ≤ 的正整數 x 之值有 個。 

 
 
 
 
 
 

2. 化簡
1 5 2 1

2 3 1 6 3 2
− + =

− + +
。 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. 21 2 3( )
2 3 5 3 2 2 5

+ +
+ + +

經化簡後可得結果為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 3   2. 2   3. 2     

簡 答 

陳立數學~107~絕對智慧 
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4. 若 7 6 , 6 7x y= + = − ，則 2 22 3 2x xy y+ + = 。 

 
 
 
 
 
 
 

5. 若
1 14

4 14

b c
a

+=
−

，求 a b c+ + 之值，其中 , ,a b c 為最小正整數解。 

 
 
 
 
 
 
 

6. 實數 a 滿足 1996 1997a a a− + − = ，則 21996a − 之值為_______。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 49   5. 12   6. 1997   

簡 答 

陳立數學~108~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

7. 5 7 11 2 7 14, 2 10 11a b c= + + = + + = + +, ，則 , ,a b c 的大小關係

為何？ 

(A) a b c> >     (B) a c b> >     (C) b c a> >  
(D) c b a> >     (E) c a b> >  。 

 
 
 
 
 

8. 化簡
12

2 3 5
=

+ +
。(分母不可含方根) 

 
 
 
 
 
 
 

9. 試化簡
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 23 25
+ + + + =

+ + + +
。 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. (B)   8. 2 3 3 2 30+ −    9. 2     

簡 答 

陳立數學~109~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

10. 請選出選項當中最大者： 

(1) 10 3 11−   (2) 51 10 26−   (3) 3 11 10−  

(4) 10 26 51−  (5) 401 20− 。 
 
 
 
 
 
 

11. 已知
3

2
x = ，則

1 1
1 1 1 1

x x
x x

− ++
− − + +

之值為 。 

 
 
 
 
 
 

12. 化簡 3 3(5 2 6) (5 2 6)+ + − 可得下列選項中的哪個值? 請選出來。 

(1) 13 2     (2) 17 3     (3) 17 5     (4) 18 3     (5) 18 2  。 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. (1)   11. 1   12. (4)  

簡 答 

陳立數學~110~絕對智慧 
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13. 比較下列各數中，何者最小？ 

(1) 400 400+    (2) 401 399+  

(3) 402 398+    (4) 403 397+  。 
 
 
 
 
 
 
 
 

14. 已知
5 3
5 3

x +=
−

，則 3
3

1x
x

− = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

13. (4)   14. 126 15  
  

簡 答 

陳立數學~111~絕對智慧 
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15. (103 學測試題) 

關於下列不等式，請選出正確的選項。 

(1) 13 3.5 (2) 13 3.6 (3) 13 3 10
1(4) 13 3 16 (5) 0.6

13 3

> < − >

+ > >
−

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15. (1)(4)  

簡 答 

陳立數學~112~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

       三次根式 
 

【觀念一】原理：
2 2 3 3( )( )x y x xy y x y− + =+ +  

2 2( )( )x y x xy y+ + =— 3 3x y—  

【觀念二】立方根式分母有理化 

          

3 32 23

3 3 3 3 3 32 23

3 32 23

3 32 23

3 3 3 3 3 32 23

3 32 23

1 1

1 1

a ab b
a b a b a ab b

a ab b
a b

a ab b
a b a b a ab b

a ab b
a b

− += ×
+ + − +

− +=
+

+ += ×
− − + +

+ +=
−

 

 

1. (能力指標：三次根式有理化) 

試有理化：(1) 
3

1
12

  (2) 3
2
3

  (3) 
3

5
2 3−

  (4) 
3 3

5
1 2 4+ +

 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

型二 

陳立數學~113~絕對智慧 
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2. (能力指標：三次方根方程組)  

解聯立方程式
3 3

29

1 2 2

x y

x y

− =


− − + =
得 y 之值為 。 

 B：  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. (能力指標：三次方根化簡) 

試證： 3 320 14 2 20 14 2 4+ + − = 。 
 B： 
 

 
  

陳立數學~114~絕對智慧 
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4. (能力指標：有理化)  

化簡
35 21 5 15

7 2 5 3
+ + +

+ +
 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
  

陳立數學~115~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

1. 試將
3

6
4 1−

之分母有理化。 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

1. 3 32(2 2 4 1)+ +  

簡 答 
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例 1. (能力指標：配方法) 

設實數 x n r= + ，是由整數 n ，以及正的小數部分 r 組成。 

若其中 2 22 8 8 13 0n nr r n r+ + − − + = ，且
10
2

r< < ，則 n = 。

 B：

例 2. (103 數乙試題) 

三個相異實數 a、b、c 滿足
4 1
5 5

b a c= + ，如果將 a、b、c 標示 

在數線上，則

(1) b 在 a 與 c 之間

(2) c b>

(3) 若
4 1
3 3

d a c= − ，則 d 在 a 與 b 之間 

(4) a到 c 的距離是 a 到 b 的距離的 5 倍

(5) 如果
4 1| | | | | |
5 5

b a c= + ，則 0a b c⋅ ⋅ >  

 B：

14 數與式綜合題型 

陳立數學~117~絕對智慧 
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例 3. (能力指標：分點性質) 

設 , ,P Q R 皆為大於 10 之實數且滿足 6 | 7 | 7 | 10 |P P+ = − ， 

7 | 7 | 8 | 10 |Q Q+ = − ， 5 | 7 | 6 | 10 |R R+ = − ，試比較 

, ,P Q R 之大小： 。 

 B：

例 4. (能力指標：實數性質) 

已知 , ,a b c為正實數，且
4 9 257 , 5 , 8a b c
b c a

+ = + = + = ，

試求 , ,a b c之值。 

 B：

陳立數學~118~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 5. (能力指標：循環小數) 

下列有關循環小數的敘述中，哪些是正確的？ 

(1) 0.34 0.343=   (2) 0.59 0.6=   (3) 0.2 0.8 0.7 0.3+ > +  

(4) 0.4 0.6 1+ =   (5) 0.8 0.3 1.1+ =  

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 6. (能力指標： A G≥ ) 

已知圓周率為π 。若 | 6 | 2x − ≤ ，則
2 22 2x x

x
π π

π
− +

−
的最小值 

為 。 

B： 

 
 
 
 
  

陳立數學~119~絕對智慧 
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例 7. (能力指標： A G≥ 應用) 
平面上兩點， A 、 B 之距離為 9，以 A 為圓心作一半徑為 r 的 

圓 A ，過 B 作圓 A 的切線，切點(之一)為 P 。當 r 變動時， 

三角形PAB的面積最大值為 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 8. (能力指標：絕對值不等式) 

滿足不等式1 | | 2 3 | 6 | 9x≤ + − < 的整數 x 共有 個。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A B
P

陳立數學~120~絕對智慧 
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例 9. (能力指標：絕對值不等式) 

不等式 | | 3 7 | 0.12 | 1x − − < 的解範圍在實數線上的總長度 

為 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 10. (105 學測試題) 

下列各方程式中，請選出有實數解的選項。 
(1) | | | 5 | 1x x+ − =    (2) | | | 5 | 6x x+ − =  
(3) | | | 5 | 1x x− − =    (4) | | | 5 | 6x x− − =  
(5) | | | 5 | 1x x− − = −  

 B： 
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例 11. (能力指標：無理數化簡) 

給定
1 5

2
a += ，若 3a ma n= + ，其中 ,m n為正整數，則數對 

( , )m n = 。 

 B： 

 
 

 

 

 

 

 

 

例 12. (建國中學學資) 
將長寬各為 , ( )a b a b> 的矩形截去邊長為b的正方形後，剩下長寬為b、

a b− 的小矩形。當大矩形與小矩形相似，即
a b
b a b

=
−

成立時，稱這樣的

長寬比例
a
b
為黃金比例，並以符號φ表示。試求： 

(1) 黃金比例φ的值。 

(2) 用計算機求φ的近似值至小數點後第三位。 

 B： 

 
 

 

陳立數學~122~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

數與式綜合題型解析 

2 2 2

2

1. 2
1 2 8 8 13 0 ( ) 8( ) 13 0

( 4) 3 4 3
12 4 3 1 ( 3 1) 0
2

3 4 3 2 (2 3)

4 2 2

n nr r n r n r n r

n r n r

n r r

n r

n n

° + + − − + =  + − + + =

 + − =  + − = ±

° + − = = + −  < <

° + − = − = − + −

 − = −  =

∵
正小數正小數

正小數正小數

【答】：

【解】：

若 不合 ( )

若

 

 
 

2. (1)(4)
(1)

(2)

(3) ,

(4) 5 ( )
4 10 , 0 , 0 01 5 5(5) | | | | | |

4 15 5 0 , 0 , 0
5 5

4 1 0
5 5

c b c b

d a b

a c a b

a b c b a c abcab a c
a b c b a c

a c abc

> <

=

> > >  = +  >
= +

< < <  − = − −

 +  <

【答】：

【解】： 正確

錯誤 可能 或

錯誤 在 之外

正確 到 距 到 距

錯誤

 
  

 1

4
d a b c



4

1

ab dc
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1

3.

1 6( 7) 7( 10) ( 7 6) 7 10 6 7

7 10 6( 7)
7 6

2 7( 7) 8( 10) ( 8 7) 8 10 7 7

8 10 7( 7)
8 7

3 5( 7) 6( 10) ( 6 5) 6 10 5 7

6 10 5( 7)
6 5

74 17 17 7( 7 6) 17 (7 42) 17 (13
7 6

R P Q

P P P

P

Q Q Q

Q

R R R

R

d

< <

° + = −  − = × + ×

× − −
 

−

° + = −  − = × + ×

× − −
 = 

−

° + = −  − = × + ×

× − −
 = 

−

° = × = × + = × + ×
−

【答】：

【解】：



2

3

. ~)

817 17 8( 8 7) 17 (8 56) 17 (15. ~)
8 7

617 17 6( 6 5) 17 (6 30) 17 (11. ~)
6 5

d

d

R P Q

= × = × + = × + ×
−

= × = × + = × + ×
−

 < <





 

 
  

7

7 6−
10 P7−

1d

6

8

8 7−
10 Q7−

2d

7

6

6 5−
10 R7−

3d

5
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2 2 2

4. 5 , 2 , 3
4 7

25 41 5 ( ) ( ) ( ) 20

25 8

5 2 32 : ( ) ( ) ( ) 0

5
5 2 3 2

3

a b c

a
b
a ab a b c
c a b c

c
a

a b c
a b c

a
a b c b

a b c c

= = =

 + =

° + =  + + + + + =

 + =

° − + − + − =

=
 = = =  =
 =

【答】：

【解】：

利用配方法

且 且

 

 

5. (1)(2)
34(1) 0. 34
99

343 3 340 340. 343
990 990 99

0. 34 0.343434 0.343
59 5 6(2) 0. 59 0.6

90 10
2 8 10(3) 0. 2 0.8
9 9 9
7 3 100. 7 0. 3
9 9 9
4 6 10(4) 0. 4 0. 6 1
9 9 9
8 3 11(5) 0.8 0. 3
9 9 9

11 1 101.1
9 9

=

−= = =

= =
−= = =

+ = + =

+ = + =

+ = + = ≠

+ = + =

−= =

"

【答】：

【解】： 正確

正確

錯誤

錯誤

錯誤
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2 2 2 2

2 2

2

2 2

6. 2
1 | 6 | 2 2 6 2 4 8 0

2 2 ( )2

( ) ( ) 2 ( )( ) 2

3 2

:

( )
2

x x x x
x x x

x x

x x
x x

x
x

x x
x

π
π

π π π π
π π

π ππ π π
π π

π
ππ

π
π π π π

π

° − ≤  − ≤ − ≤  ≤ ≤  − >
− + − +° =

− −

= − + ≥ − =
− −

° =

− =
−

 − =  − =
 =

【答】：

【解】：

最小值

當等號成立時

 

2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2

2

817.
4

1 11 81 (81 )
2 2

(81 ) 812 (81 ) (81 )
2 2

81 1 (81 )
4 2

813
4

81
2 81

92 9
2

PAB r r r r

r r r r r r

r r

PAB

r r
r

r r

° Δ = − = −

+ −° ≥ −  ≥ −

 ≥ −

° Δ =

 = −
 =

 =  =

【答】：

【解】： 面積

取 面積最大值

此時等號成立

 

8. 14
1 1 | | 2 3 | 6 | 9 1 | 2 3 | 6 9 9 | 2 3 | 6 1

7 | 2 3 | 15 3 | 2 3 | 5
7 | 2 3 | 15 | 2 3 | 5
7 2 3 15 15 2 3 7 5 2 3 5
2 6 9 5 4 1

2 5 ( 9) 1 ( 4) 1 6 2
4 6 4
14

x x x
x x
x x

x x x
x x x

° ≤ + − <  ≤ + − < − < + − ≤ −
 ≤ + < − < + ≤
 ≤ + < + ≤
 ≤ + < − < + ≤ − − ≤ + ≤
 ≤ < − < ≤ − − ≤ ≤

° = − − − + − − + + −
= + +
=

【答】：

【解】： 或

或

或

或 或

或 或

整數個數

 

 
  

P

A B
9

r
281 r−

9− 5− 4− 1 2 6

陳立數學~126~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

749.
99

12 29 371 | | 3 7 | 0.12 | 1 1 | 3 7 | 1 | 3 7 |
99 33 33

37 37 37| 3 7 | < 3 7
33 33 33

194 268 194 2683
33 33 99 99

268 194 742
99 99 99

x x x

x x

x x

−° − − <  − < − − <  < − <

 −  − < − <

 < <  < <

° = − =

【答】：

【解】：

總長度

 

 
10. (2)(3)(5)

0 5 6 1
1 | | | 5 | 5 5 7 7

0 5
2 | | | 5 | 5 5

(2)(3)(5)

x
y x x y

x
y x x y

−
° = + − 

° = − −  −

【答】：

【解】：

故選

 

 

3 3

11. (2 ,1)

1 5 1 3 5 3 5 5 5 16 8 5( )
2 8 8

2 15 2 (2 1) 1 2
( , ) (2 ,1)

a

a a
m n

+ + + × + += = =

= + = + − = +
∴ =

【答】：

【解】：

 
 

2 2 2 2

1 512. (1) (2)1.618
2

(1) 0 ( ) ( ) 1 0

1 5 1 5( )
2 2

(2)

a b a ab ab a ab b
b a b b b

a a
b b

+

=  −  − − =  − − =
−

± +
 =  =

【答】：

【解】：

負不合

略

 

194
99

268
99

74
99

5

5

1 (1)y =

6 (2)y =

0

5

5

1 (5)y = −
1 (3)y =

6 (4)y =
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【觀念一】正整數指數的定義 

          設 ,a n∈ ∈\ `，則 na a a a a= × × × ×"  (自乘 n 次) 

          na 唸作 a 的 n 次方，其中 a 叫做底數(base number)， 

          n 叫做指數(exponent)， na 稱為指數式，其結果稱為冪(power)。 
 

 

【觀念二】零指數 
(1) , 0a a∈ ≠\  

定義： 0 1a =  

(2) 注意： 00 是無意義 

 

 

【觀念三】負整數指數 

a ∈\且 0 ,a n≠ ∈`，則
1n

na
a

− =  

 

 

【觀念四】有理數指數 (分數指數) 
(1) 0 ,a n> ∈`  

定義：
1

nna a=  
(2) 0 , ,a n m> ∈ ∈`   

定義： ( )
m

nm mnna a a= =  

  

15 指數定義及基本運算 

指數 
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【觀念五】實數指數運算( 0 , 0 , ,a b x y> > ∈\ ) 

(1) x ya a⋅ =  

(2) 
x

y

a
a

=  

(3) ( )x ya =  

(4) ( )xab =  

(5) ( )xa
b

=  

 
 

【觀念六】重要性質 ( 0 , )a x> ∈\  

(1)  

(2) 02 2 2x x x xa a a a a− −+ ≥ ⋅ = =     ∴ 

(3) 2 2 2 2( ) ( )x x x xa a a a− −+ = + =  

(4) 3 3 3 3( ) ( )x x x xa a a a− −+ = + =  
(5)  
 
(6)  
 
 

[立即練習] (1) 2 2 2 2100 100 (10 ) (10 ) (10 ) (10 )x x x x x x− − −+ = + = +  

=  
(2) 2 2 2 29 9 (3 ) (3 ) (3 ) (3 )x x x x x x− − −+ = + = +  

=  
 
 
 
 
  

 恆成立 
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 0.99 

 5 

 1.01 

 

 

【觀念七】計算機指數求值 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 3651.01  
 
 
(2) 365(0.99)   

 
 
(3) 0.55   
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例 1. (能力指標：指數運算)  

化簡下列各式： 

(1) 3 2 4 1[ ( ) ]a a− −⋅ =  

 

(2) 3
5 4

a
a

=  

 

(3) 8 10(2 3) (2 3)+ − =  
 

(4) 
1 3 1
3 5 31729 32 ( )

27
− −

+ + =  

 
 
 

 
 
例 2. (能力指標：指數關係式) 

8 9 6x y z= = ，若
2 3 k
x y z

+ = ，求 k = ？ 

 B： 
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例 3. (能力指標：指數關係式) 

(2.5) (0.025) 1000x y= = ，求
1 1
x y

− = ？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 4. (能力指標：指數立方和) 

設 2 2 1xa = + ，求
3 3x x

x x

a a
a a

−

−

+ =
+

。 

 B： 
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例 5. (能力指標：指數倒數運算)  

0a > 且
1 1
2 2 3a a

−
+ =  

      求：(1) 1a a−+ = ？   (2) 2 2a a−+ = ？ 

(3) 
3 3
2 2a a

−
+ = ？  (4) 

1 1
4 4a a

−
+ = ？ 

 B： (1) 
 
 

(2) 
 
 

(3) 
 
 

(4) 
 
 
 
例 6. (能力指標：指數立方和) 

已知 2 20 , 14x xa a a−> + = ，求：(1) x xa a−+ = ？  (2) xa = ？ 

 B： (1)  
 
 
 
 
 

(2) 
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例 7. (能力指標：指數應用) 

假設某個國家 40 年後，人口將增加為目前的 2 倍，問 10 年後 

人口是目前的幾倍？(相同時間成長倍數相同) 

 B： 
 
 
 
 
 
 
例 8. (能力指標：指數應用)  

在某一項新試驗中，細菌數一日後增加a 倍，且知三日後細菌 

數為 200000，
14
2

日後細菌為 1600000，試計算 

(1) a =   (2) 5 日後細菌數 

(3) 3
2

日後細菌數   (4) 當細菌數到達 800000 時所需日數 

 B： (1) 
 
 
 

(2) 
 
 
 

(3) 
 
 
 

(4) 
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例 9. (台南一中) 

,

120 ,

8 ______

T T

A B A

B  A B

A B =

放射性物質的半衰期 定義：每經過時間 ，該物質的質量會衰退成

原來的一半。

設一個鉛製容器中有兩種放射性物質 ，開始記錄時容器中物質

的質量是物質 質量一半，而經過 小時後， 的質量相同。

已知物質 的半衰期為 小時，則物質 的半衰期 小時

 B：
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1. 若 210 25y = ，試求10 y− 之值為何？ 
 
 
 
 
 
 

2. 設 ,a b 為正數，且滿足
11 1 1 1 1 1

3 8484 4 4 4 2 2( )( )( ) 2 ,a b a b a b ab b b b
−

− + + = = ， 

試求 ,a b 之值。 

 
 
 
 
 
 
 

3. 設 3 516 2y yx −= 且 5 63 81x y xy+ = ，求 ,x y 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 1
5

   2. ( , ) (4 , 2)a b =    3. ( , ) (2 , 5)x y =   

簡 答 
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4. 假設 0.6 0.032 1.516 , 2 1.021= = ，試求 0.632 與 0.372− 之值。(四捨五入至三位小數)。 

 
 
 
 
 
 

5. 設 a 為一正數且滿足 1 7a a−+ = ，試求
1 1
2 2a a

−
+ 與

1 1
4 4a a

−
+ 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 

6. 0a > ，設 2 5 2 6xa = − ，求下列各式的值： 

(1) xa−     (2) 
3 3x x

x x

a a
a a

−

−

+
+

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 1.548 , 0.774   5. 3 與 5    6. (1) 3 2+   (2) 9  

簡 答 
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7. 依據實驗，某種細菌原有的數目為 N ，經過 x 天後細菌的數目變成 xN a⋅ 。 

已知 2 天後，5 天後細菌的數目依序為 6 73 10 , (2.4) 10⋅ ⋅ ，試求： 

(1) 7 天後細菌的數目。 

(2) 細菌數目由原有的 N 變成 8(3.84) 10⋅ ，需要多少天？ 

 
 
 
 
 
 
8. 設 , ,x y z 為實數，且 2 3 6x y z= = ，試求 yz zx xy+ − 之值。 

 
 
 
 
 
 
 

9. 設 0abc ≠ ，且 2 5 10a b c= = ，試證：
1 1 1
a b c

+ = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1) 79.6 10×   (2) 9   8. 0   9. 見詳解 

  

簡 答 

陳立數學~138~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

10. (87 聯考自然組試題) 

假設平均每人每日產生的垃圾量，相當於長、寬、高各為 20 公分的正立方體。 

設我們的人口以二千一百萬計，而暫時把一日的總垃圾全堆積在一操場上， 

為長 100 公尺寬 20 公尺的長方體垃圾山。若一層樓之高以 3 公尺計，則此垃 

山約有多少層樓高？ 

(A) 不到 8 層樓高             (B) 8 層樓至 16 層樓之間 

(C) 16 層樓至 24 層樓之間      (D) 24 層樓至 32 層樓之間 

(E) 超過 32 層樓高 
 
 
 
 
 
 
11. (105 學測試題) 

放射性物質的半衰期T 定義為每經過時間T ，該物質的質量會衰退成原來的一

半。鉛製容器中有兩種放射性物質 A 、 B ，開始紀錄時容器中物質 A 的質量為

物質 B 的兩倍，而 120 小時後兩種物質的質量相同。已知物質 A 的半衰期為

7.5 小時，請問物質 B 的半衰期為幾小時？ 

(1) 8 小時    (2) 10 小時    (3) 12 小時    (4) 15 小時    (5) 20 小時 

 
 
 
 
 
 
 
 
10. (D)   11. (1)  

簡 答 
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12. (106 學測試題) 

某個手機程式，每次點擊螢幕上的數 a 後，螢幕上的數會變成 2a 。當一開始

時螢幕上的數b 為正且連續點擊螢幕三次後，螢幕上的數接近 381 。試問實數

b 最接近下列哪一個選項？ 
(1) 1.7   (2) 3   (3) 5.2  (4) 9   (5) 81 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12. (3) 

  

簡 答 
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1. (能力指標：指數倒數運算) 
1 11, (5 5 )

2
n nn x

−
∈ = +` ，試求 2( 1)nx x+ − 之值。 

 B： 
 
 
 

     

1 1 1 1 1 1

2 2 25 5 5 5 5 51 ( ) ( ) 1
2 2 2

n n n n n n
x x

− − −
+ + −° =  = = +  

1 1

2 25 51 ( )
2

n n
x

−
−∴ − =  

     

1 1 1 1

2 25 5 5 52 ( 1) [ ( ) ]
2 2

n n n n
n nx x

− −
+ −° + − = +  

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
1

5 5 5 5 1 1( | | ) ( 5 5 )
2 2

5 5 5 5( ) (5 ) 5
2 2

n n n n
n n n

n n n n
n nn

n n

− −
−

− −

+ −= + > − ∴ >

+ −= + = =

∵
 

2. (能力指標：特殊運算) 

已知
4( )

4 2

x

xf x =
+

，求
1 2 100( ) ( ) ( )

101 101 101
f f f+ + +" 之值。 

 B： 
 

 

 

 

常識：(1)  

      (2)  
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【觀念一】若 , , , 1,a x y a x y∈ > > ，則   

【觀念二】若 , , , 0 1,a x y a x y∈ < < > ，則  

《說明》(1) 5 43 3>  

(2) 5 41 1( ) ( )
3 3

<  

【觀念三】一般比較大小的方法： 

                                                  

                                                  

 

 

例 1. (能力指標：同底數比較大小)  

下列哪一個數值最小？ 

(A) 3.5(0.9)−   (B) 2.5(0.9)−   (C) 1.5(0.9)−  

(D) 3(0.9)−   (E) 5(0.9)−  

 B： 
 
 
 

  

16 指數比較大小 
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例 2. (102 學測試題) 

令 10 92.6 2.6a = − ， 11 102.6 2.6b = − ，
11 92.6 2.6

2
c −= 。請選出 

正確的大小關係。 

(1) a b c> >  (2) a c b> >  (3) b a c> >  
(4) b c a> >  (5) c b a> >  

 B： 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標：同指數比較大小) 

比較 3 43 , 4 , 5a b c= = = 之大小。 

 B： 本題採用方法為 
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例 4. (能力指標：指數比較大小) 

0 , 0 , 0x y z> > > ，若 2 3 5x y z= = ，比較 2 , 3 , 5x y z 之大小。 

 B： 
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1. 比較
1

0.4 45
6

1 1 1( ) , , , 9
3 279

a b c d
−

= = = = 的大小。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. 比較下列各數的大小：
1 11
3 521 1 1( ) , ( ) , ( )

2 3 5
a b c= = =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. c d a b< < <     2. c a b> >   

簡 答 
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3. (93 學測試題) 

下列選項中的數，何者最大？［其中 ! ( 1) 2 1n n n= × − × × × ］ 

(1) 10100      (2) 10010      (3) 5050      (4) 50 !     (5) 100 !
50 !

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. (2) 

簡 答 
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【觀念一】科學記號 

(1) 將一個數值寫成 10na× 的型式 

(2) 其中1 10a≤ <  

(3) n 為整數 

(4) 我們稱 10na× 是這個數值的科學記號 

【觀念二】科學記號的性質 

(1) 設 10nx a n= × ， 為非負整數，則 x 的整數位數 = 位 

《說明》 414732 1.4732 10x x= = ×  整數位數 4 1= +  

(2) 設 10 nx a n−= × ， 為正整數，則 x 是純小數，小數點往右 

第 位開始不為 0 

《說明》 40.0007124 7.124 10x x−= = ×  為純小數，小數點 

往右第 位開始不為 0 

【觀念三】科學記號比較大小 

(1) 先比指數(10n 或10 n− ) 

(2) 再比 a (1 10a≤ < ) 

【觀念四】科學記號運算 

(1) 加減運算：先使 n相同，再整理 a成科學記號 

(2) 乘除運算： a與10n 分別計算，再整理成科學記號 

 

 
  

17 科學記號 
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例 1. (能力指標：科學記號) 

將下列各數化為科學記號 
(1) 4936587 =  
 
 
(2) 3987.12 =  
 
 
(3) 0.003456 =  
 
 
(4) 50.0074325 10−× =  
 
 
(5) 7.5億 =  
 
 
(6) 400 億分之一 =  
 
 

(7) 
36

1000
=  

 
 

(8) 1
25

=  
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例 2. (能力指標：科學記號應用) 

完成下列各小題 

(1) 求 7 2 3 6 22 3 4 5 125× × × × 為 位數 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 將 100.15981 10−× 乘開，則小數點後第 位開始不為 0 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3) 將 8567 10−× 寫成科學記號則其小數點後第七位數為  

 B： 
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例 3. (能力指標：科學記號比較大小) 

(1) 9 2 7 9330000000 2 3 5 0.44 10a b c= = × × = ×， ， ， 

大小關係為 。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 7 10.000064 720 10
80000

x y z−= = × =， ， ，大小關係為  

 B： 
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例 4. (能力指標：科學記號加減運算)  

完成下列各題： 

(1) 6 69.63 10 5.48 10− −× + × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(2) 4 63.1 10 7.72 10× + × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(3) 6 76.54 10 9.74 10− −× − × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(4) 9 78.5 10 2 10− −× + × =  

 B： 
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例 5. (能力指標：科學記號乘除運算)  

完成下列各題： 

(1) 3 64 10 8 10× × × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(2) 12 35 10 4 10−× × × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(3) 3 118 10 9 10− −× × × =  

 B： 
 
 
 
 
 

(4) 8 11(3 10 ) (4 10 )× ÷ × =  

 B： 
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例 6. (能力指標：科學記號應用) 

完成下列各題：(以科學記號表示) 

(1) 一個電子所帶的電量約為 191.6 10−× 庫侖，則 7 莫耳電子 

所帶的電量約為 庫侖 (1 莫耳 236 10= × 個) 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 一個電子所帶的電量約為 191.6 10−× 庫侖，則 8 庫侖大約 

是 個電子的帶電量 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 

(3) 已知一個正常人的身上大約有 500 億個細胞，那麼一個體重 55 千克 

的人，他的每個細胞的平均重量大約是 克 

 B： 
 
 
 

  

陳立數學~153~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



例 7. (能力指標：科學記號應用) 

完成下列各題 

(1) 已知 1 奈米為十億分之一米，小宇以 500 萬倍的電子顯微鏡 

觀察某種癌細胞，並發現這種癌細胞在螢幕上的長度為 7 公分， 

則此癌細胞實際的大小為 奈米 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 地球到太陽的平均距離約為 111.5 10× 公尺，稱為 1 天文單位。 

若地球到甲星球的距離是 30 億公里，則地球距甲星球是 個 

天文單位 

 B： 
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例 8. (能力指標：位數判斷) 

完成下列各題 

(1) 13 5 2(2 10 ) (3 10 )× × × = ，為 位整數數字 

 B： 
 
 

 
 
 

(2) 12 8(2.5 10 ) (8 10 )−× × × = ，其小數點後第 位開始 

出現不為 0 的數 

 B： 
 
 
 
 
 

(3) 30 3 2(8 10 ) (2 10 )× ÷ × = ，為 位數字 

 B： 
 
 
 
 
 

(4) 7 2 2 3(8 10 ) (2 10 )−× ÷ × = ，其小數點後第 位 

開始出現不為 0 的數 

 B： 
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例 9. (能力指標：科學記號) 

若 10
7 7

3 4
10 10

x< < ，則把 30x 表示成科學記號 10 na −× ， 

則 n =？ 

 B：  
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1. 假設電腦一個字需要 2bytes的記憶空間，而小宇家中上網下載速度 

是每秒 51.152 10 bytes× ，某天他花了 2 分鐘下載完一篇只有文字的 

文章，請問這篇文章共約多少個字？ 

(A) 1728000 個    (B) 3456000 個    (C) 6912000 個    (D) 13824000 個 
 
 
 
 
 
 
2. 據物理學家表示，如果將人類的歷史畫成 7 公分的話，那麼整個宇宙的歷史 

至少超過 1 公里。依此判斷人類歷史至少是宇宙的歷史的 10na× 倍(此為科學 

記號)，則 n =？ 

(A) 6−    (B) 5−    (C) 4−     (D) 3−  

 
 
 
 
 
3. 下列哪一個數值與其他三個不相同？ 

(A) 66.23 10×   (B) 3623 10×   (C) 70.623 10×   (D) 562.3 10×  
 
 
 
 
 
 
 
1. (C)   2. (B)   3. (B)    

簡 答 
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4. 兩個黑洞若相距甚「近」，會互相吸引成為一個大黑洞，有兩個相距 3000 光

年的黑洞，則因相距甚「遠」，會互相環繞對方旋轉而成為所謂的「兩個跳舞

的黑洞」；若將 3000 光年以科學記號表示成 na b× 公尺(1 光年 159.46 10= × 公尺)，

則下列哪個敘述有誤？ 

(A) 2.838a =      (B) 10b =      (C) 18n =      (D) 展開後有 16 個 0 
 
 
 
 
 

5. 85.32 10−× 中，小數點後第九位的數字為何？ 

(A) 5   (B) 3   (C) 2   (D) 0 
 
 
 
 
 
 
6. 若 5.72 10na = × ，其中 n為整數，且 0.0001 0.00001a> > ，則 n =？ 

(A) 4   (B) 4−   (C) 5   (D) 5−  
 
 
 
 
 
 
 
 

4. (C)  5. (B)  6. (D)  

簡 答 
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7. 若 8 8 18 10 73.8 10 4 10 8 10 (4 10 ) 8 10 10na× + × − × ÷ × − × = × ，則a n+ =？ 

(A) 11     (B) 12     (C) 13     (D) 14 
 
 
 
 
 
 
8. 若 7 610 10a− −< < ，且 a 可以科學記號表示為 10nb× ，則下列何者正確？ 

(A) b 為 a 的 610 倍     (B) b 為 a 的 710 倍 

(C) a 為b 的 610 倍     (D) a 為b 的 710 倍 
 
 
 
 
 
 
 
9. 某生用 500 倍顯微鏡觀察細胞，測得在鏡中細胞的長度為 0.6 毫米， 

則細胞的真實大小為 公分 

 
 
 
 
 
 
 
 
7. (C)  8. (B)   9. 41.2 10−×  

簡 答 
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【觀念一】有效數字 

    (1)  定義：從左邊數起，第一個不為 0 的數字 

                   到末位數字是此數的有效數字 

 《說明》近似數 0.003970 有效數字有  

 
    (2)  有效數字愈多位，近似值更精確 
 《說明》圓周率 3.141π ≒ 有效數字 4 位 

圓周率 3.14159π ≒ 有效數字 6 位 
 

    (3)  有效數字求近似值以最後一位有效數字取值 

 《說明》保留三個有效數字得 18.1 的近似數 

    準確數取值範圍：
0.118.1
2

− ≤ 準確數
0.118.1
2

< +  

    18.05 ≤ 準確數 18.15<  
 
    (4)  科學記號近似值的有效數字計算 

 《說明 1》 92.731 10× 有效數字為 2,7,3,1 

 《說明 2》6.57 萬 46.57 10= ×  有效數字為 6,5,7 
 
    (5)  由有效數字推導精確數字的位名 

 《說明 1》0.0721053 ⎯⎯⎯⎯→保留四個

有效數字
近似數 0.07211 → 精確到十萬分位 

 《說明 2》 2.054370 ⎯⎯⎯⎯→保留四個

有效數字
近似值 2.054 → 精確到千分位 

 

  

18 有效數字 
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例 1. (能力指標：近似值精確位數與有效數字) 

完成下列各小題： 

(1) 近似值 1.5 萬精確到 位，有 個有效數字， 

有效數字為  

(2) 近似值 3.140 410−×  精確到 位，有 個有效數字，有效數字 

為  

(3) 近似值 0.78 精確到 位，有 個有效數字，有效數字 

為  

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：科學記號與有效數字) 

某城市有 200 萬個家庭，平均每個家庭每天丟棄一個塑膠袋。 

每 1000 個塑膠袋污染 1 平方公尺土地，那麼這城市一年污染 

多少土地？(保留二個有效數字) 

 B： 
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1. 2008 年中國月球探測工程的“嫦娥一號”衛星將發射升空飛向月球， 

已知地球距離月球表面約為 384000 公里，那麼這個距離用科學記號  

(保留 2 個有效數字) 表示應為多少公里？ 

(A) 43.84 10×   (B) 53.8 10×   (C) 63.8 10×   (D) 438.4 10×  
 
 
 
 
 
2. (1) 將3.062保留一位小數得_______ 

(2) 將7.448保留整數得_______ 

(3) 將15.267 保留兩位小數得_______。 
 
 
 
 
 
 
3. 下列由四捨五入法得到的近似數，各精確到哪一位？各有哪幾個有效數字？ 

 (1) 132.4    (2) 0.0572   (3) 2.40 萬 
 
 
 
 
 
 
 

1. (B)   2. (1)3.1   (2)7    (3)15.27   3. (1)十分位，有效數字1 , 3 , 2 , 4  
(2)萬分位，有效數字5 , 7 , 2   (3)百位，有效數字 2 ,4 , 0    

簡 答 
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【觀念一】數量級 (Power) 
(1)   10n  ten to the power of n，此處的 n，可以視為一個數所在 

的量級。 

(2) 任何數可以用科學記號表示，可以看出數所在的量級。 

(3) 人類對宇宙的數字產生三種形式：原始數值、指數形式與對數 

形式，我們用以下的圖，來說明： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4) 由上圖看出： 

 

log10 1= log1= 0100 = 10log1 = 1

log10 10 = log10 = 1101 = 10log10 = 10

log10 100 = log100 = 2102 = 10log100 = 100

log10 1000 = log1000 = 3103 = 10log1000 = 1000

log10 10000 = log10000 = 4104 = 10log10000 = 10000

 

(5) 原始數值與對數值的關係  

log( )

log( ) ( )
10 10 10 10 power

power=
= = = =對數值 原始數值 數量級

原始數值 對數值 數量級

原始數值




 

  

0 1 2 3 4 

1 10 100 1000 10000 

對數形式 
指數形式 
原始數值 

19 常用對數 常用對數 
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【觀念二】對數定義 

(1) log10 10 log ( )a xa a x a a=  =  = 稱 的常用對數 ， 
此為指數型式變成對數型式。 

[立即練習] 

          

10 2

10 3

10 7

x

y

m

x

y

m

=  =

=  =

=  =

 

        
(2)   log a = x  log10 a = x 10x = a，此為對數型式變成指數型式。 

[立即練習] 
log 2 log1

log 4 log100

log 1 log 0.1
1log 3 log

1000

a a

b b

t t

s s

=  = =

=  = =

= −  = =

= −  = =

 

 
【觀念三】對數值估算  

(1) 10 2x x=已知 ，如何估計 的值？ 
(2) 我們可以採用指數十分逼近夾擊來估算，方法如下： 

     

步驟一   100 = 1,101 = 10 0 < x < 1          
 

 

步驟二   100.3 = 1.995 ,100.4 = 2.512  0.3 < x < 0.4  

 

 

 

 

  

0 1 0.3 0.4 

0.3 0.4 

0.31 

0.32 

陳立數學~164~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

步驟三   100.30 = 1.995 ,100.31 = 2.042  0.30 < x < 0.31 

 

 

 

 

步驟四 0.301 0.30210 1.999 ,10 2.0045 0.301 0.302x= =  < <  

 

 

 

 

步驟五   100.3010 = 1.9999 ,100.3011 = 2.003 0.3010 < x < 0.3011 
 

(3) 按此步驟往下進行， x 的左右近似值。越來越接近，最後會得

到一個 x 值，此 x 值即為 log 2x = 。 

 

(4) 計算機 
 

  

0.30 0.31 

0.301 

0.302 

0.301 0.302 

0.3011 

0.3012 
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(5) 計算機常用對數求值 

    

    

 

     

 

 

【觀念四】常用對數性質 

(1) 性質一：常用對數值增加 1 ⇔原始值增為 10 倍。 

  《說明》

  

log M = a
log N = a +1





M = 10a

N = 10a+1





 N = 10a ×10 = M ×10 = 10 M  

 

(2) 性質二：常用對數值減少 1 ⇔原始值減為
  
1

10
倍。 

  《說明》

  

logT = a
log S = a −1





T = 10a

S = 10a−1





 S = 10a ×10−1 = T × 1
10

= 1
10

T  

 
(3) 圖示： 

 
 
 
 
 

 

 

  

  (乘法) 
原始值  
對數值  
  (加法) 

1 10 100 1000 10000 100000 
0 1 2 3 4 5 

3   
4.8  
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1. log2 log5+ =？ 
 
 
 
 
 
 
2. log5 log8 log25+ + =？ 

 
 
 
 
 
 

log 1.23 , log 3.23 , log 2.77
(1)
(2)

a b c
b a
c a

= = = −3.
是 的幾倍？

是 的幾倍？

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 1    2. 3    3. 1(1)100 (2)
10000  

  

簡 答 

陳立數學~172~絕對智慧 
尊重著作權所有‧盜翻印法律追究



 

4. 在真實世界中，很多類型的數據通常都遵守「班佛定律：一堆從實際生活得

出的數據中首位數字為 a 的比例約為
1log(1 )
a

+ 。」審計部門常會用此定律來

檢查帳目是否作假。試問：一堆數據中首位數字為 7 的比例約為多少百分比？

(可用計算機並四捨五入小數點後第一位)              (建國中學學資) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 5.8%  

簡 答 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 
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例 1. (能力指標：複利) 

小沂參加銀行存款，約定以年利率1% 的複利，一年為一期計息。 

若小沂在今年年初存入 10000 元，則 15 年後可得本利和 元。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

例 2. (能力指標：指數估算) 

設 ,a b為實數，若10a 是10b 的 2018 倍，則 a b− 最接近哪一個 

整數？ 
(1) 0    (2) 1    (3) 2    (4) 3    (5) 4 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

20 指對數綜合題型 
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例 3. (能力指標：指數應用) 

所謂「1.01 的勤勉法則」是指如果你每天都比前一天進步 0.01， 

一年以後你將具備有現在的 37.8 倍的能力，此結果是由 3651.01 約 

等於 37.8 而得到。如果情況相反，你每天都比前一天退步 0.01， 

請估算你 365 天之後，大約還有現在的多少倍能力，請選出最接近 

的選項。 
(1) 0.3  (2) 0.2  (3) 0.05  (4) 0.02  (5) 0.001 

 B： 
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例 4. (能力指標：指數應用) 

某一類的傳染病接觸，感染後人便會產生抗體而終身免疫， 

此類的傳染病的感染率 ( )I t 定義為 

              ( ) tI t = 在時間 時被感染過的人數

這城市的總人數
， 

而且當
1( )
2

I t = 的時間 t 是該傳染病的傳播高峰。根據衛生組織的調查研究

建立了一個關於 ( )I t 的數學模型：
1( )

1 7 btI t
a −=

+ ⋅
。某種此類的傳染病在

某個城市蔓延，剛開始(即 0t = 時)，約有 2% 的人口被感染，當 3t = 週，

約有12.5% 的人口被感染，試回答下列問題： 

(1) 求出 ( , )a b = 。 

(2) 請問 9 週之後，該城市約有多少比例的人口被感染此傳染病？ 

 B： 
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例 5. (能力指標：指對數運算) 

一個特製的計算機有一個常用對數鍵 logx 與指數鍵 100x， 

若輸入一個數字後再按 logx，計算機螢幕會輸出該數字的 

對數值，例如：輸入數字 10 後再按 logx 會得到 1。若輸入 

一個數字後再按 100x，計算機螢幕會輸出該數字的指數值， 

例如：輸入數字 1 後再按 100x 會得到 100。 

根據以上的說明，若輸入數字 2，再交替按對數鍵 logx 與指數鍵 100x 各 3

次，即 2→logx→100x→logx→100x→logx→100x ，則該特製計算機螢幕

輸出的數字最接近下列何者？ 

(1) 100   (2) 100  (3) 10000   (4) 16   (5) 256   
 B： 
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例 6. (能力指標：計算機) 

小明利用智慧型手機上的計算機功能操作指數與對數的運算， 

當他依序鍵入 3 , , 5 ,yx = 時，結果依序顯示[ ] [ ] [ ]3 , 3 , 3 5 ,∧ ∧  

[ ]243 ，表示 53 243 = ；當他依序鍵入 log , 3 , ) , = 時，結果依序顯示

[ ] [ ] [ ]log( , log(3 , log(3) , [ ]0.4771212547197 ，表示[ ]log3 0.4771212547197≈ 。

如果小明依序鍵入 8 , , ( , log , 5 , ) , , log , 2 , ) , ) ,yx ÷ = ，那麼

最後的結果會顯示 。 

 B： 
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例 7. (能力指標：對數應用) 
    天空中星星亮度的「視星等」與對數函數有關。天文學家以織女星 

    的亮度為標準，令織女星的亮度為 0I ，被觀察的星星的亮度為 I ， 

    將其星等定義為
0

5 log
2

Im
I

 
= −  

 
。在星空中，人類肉眼可見最暗的 

    星星為 6 等星，而天蠍座的心宿二為 1 等星，求： 

    (1) 心宿二的亮度是 6 等星之亮度的多少倍？  

    (2) 另一顆恆星M 的亮度為心宿二的 1000 倍，求恆星M 的星等？  

 B： 
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例 8. (能力指標：對數應用) 
健康好喝的蜂蜜檸檬水，網路上盛行的完美比例是：20 ml (毫升)  

的蜂蜜，10 ml (毫升)的檸檬，400 ml (毫升)的水。 

在化學上我們用水溶液氫離子的濃度[H ]+ （莫耳/升）來定義該水溶液的酸鹼

值( pH 值)，其關係為pH log[H ]+= − 。 

已知蜂蜜的pH 值約為 4，檸檬的pH 值約為 2.5，水的pH 值約為 7，則下列

哪些選項正確？ 

    (1) 甲溶液pH 值為 4，乙溶液pH 值為 5，則甲的氫離子濃度是乙的 10 倍 

    (2) pH 值 4 的氫離子濃度小於pH 值 5 的氫離子濃度 

    (3) 100 ml 的蜂蜜加上100 ml 的水，合成的蜂蜜水pH 值為 5.5  

    (4) 100 ml 的蜂蜜加上400 ml的水，合成的蜂蜜水pH 值小於 5  

    (5) 網路上的完美比例蜂蜜檸檬水，其pH 值小於 4 

 B： 
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例 9. (成功高中學資) 

我們常用 pH 值來表達溶液的酸鹼程度。若以 H +  表示溶液中的氫離子濃

度，則 pH 值 log H + = −  。例如純水在 25 C° 時的 710H + −  =  莫耳/升，因

此純水的 pH 值為 7log10 7−− = 。今有一杯 pH 值 2.8= 的檸檬汁、一杯 pH 值

3.8= 的橘子汁與一杯 pH 值 6.8= 的牛奶，請問： 

(1) 檸檬汁的氫離子濃度是橘子汁氫離子濃度的幾倍？ 

(2) 牛奶的氫離子濃度是橘子汁氫離子濃度的幾倍？ 

 B： 
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例 10. (北一女中學資) 

(1)「十二平均律」是鋼琴音階的依循規則：每一個音的弦長都是前一個

音弦長的
12

1
2
倍(例如：C與 #C ，E與F )。設第一個音的弦長為 1，則

第 n 個音的弦長為
1
2
時，則 n 的值為何？ 

(2) 已知鋼琴音階的頻率與音的弦長成反比，若將鋼琴鍵盤所表現的音階

一個「八度」平均分成十二等份，每等分稱為半音，音高八度音指的

是頻率乘上二倍，八度音的頻率分為十二等分，即是分為十二項的等

比數列。如下圖，已知(最左側的C )中央Do上的 La (A)發出的頻率為

440Hz ，通常被當作標準音高，則中央Do發出的頻率為多少Hz ？ 
(可用計算機，並四捨五入至整數) 

 B： 
 
 
 
 
 
 

Do 
C 

Re 
D 

Mi 
E 

Fa 
F 

So
l 

La 
A 

Si 
B 

Do 
C 

C# D# F# G# A# 
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指數與對數綜合題型解析 

15 15

1. 11609 ( )
1 1 11 10000(1 )(1 ) (1 )

100 100 100
110000(1 ) 10000(1.01)

100
10000 1.1609 11609 ( )

° = + + +

= + =

× =

【答】： 元

【解】： 本利和

元

 

 
2. (4)

1 10 10 2018 10 2018
log 2018 3.3049

3
(4)

a b a b

a b

−° = ×  =
 − =

∴

【答】：

【解】：

最接近整數

故選

  

 

365

3. (4)
1 0.01 0.99

(0.99) 0.0255
0.02

(4)

° 

∴ =

【答】：

【解】： 退步 每一天變成

故選


 

 

0

3 2 3

2 3 2 3

1 19
3

14. (1) (49 , ) (2) 87.5%
3

1 2 1 1(1) 1 0 (0)
100 1 501 7

1 50 49
1 12.5 1 12 3 (3)

100 81 49 7 1 7
11 7 8 7 7 2 3 1
3

1 1(2) 9 (9)
1 7

1 49 7
7 7 100% 87.5%

7 1 8

b b

b b

t I
aa

a a

t I

b b

t I

− −

− −

−− ×

° =  = =  =
++ ×

 + =  =

° =  = =  =
+ × +

 + =  =  − =  =

=  = =
+

+ ×

= = × =
+

【答】：

【解】：
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log 2 log 4 log16

log 2 2 log 4 2 log16 2

2 2 2

5. (5)
2 100 log 4 100 log16 100

(10 ) (10 ) (10 )

2 4 4 16 16 256
(5)

→ → → → →

= = =

【答】：

【解】：

故選

 

 

log5
log5 log 2 log 2

1 1

log5 1
3 3 3 3log 2

6. 125

1 8 8

10 5log5
2

log 2 10 2 (10 ) 2 10

8 8 (2 ) [(2 ) ] (10 ) 5 125

m

n n n n

m m
m mn n n

m
n

÷° = =

 == °  =  = → = =

= = = = = = =

【答】：

【解】： 原數

令

原數

 

 

12
1 1 125

5
0 0 1 0

2 2
2 2 5 5

2 0
0 0

2 12
2 5 5

1

2 2
5

0 2 0
2
5

0
0

137. (1)100 (2)
2

56 log( ) 10
2 10

(1)
51 log( ) 10 102

10 100

51 log( )
2 10

(2)
5 log( ) 102

k
M

M

I I
I I I I
I I I II I

I
I

I
I I I
Ik I II

−
−

− −

− +

−

−

−

 = − =  = ×     
  = − = = ×  

 = =

 = − = × 
 = − = ×

【答】：

【解】：

2 2
35 5

2

2 210 1000 10 3
5 5

2 13 13
5 5 2

k
MI k
I

k k

− +







 = = =  − + =

 = −  = −  
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+ + 4 + 4

+ 5+ + 5

+ 4
4 5

+ 5

4 7

4 7

4 7
4

8. (1)(4)
(1)

4 log[ ] 10 10= 10
105 log[ ] 10

(2)
10

10 10
10

(3)
10 10
100 100 200

100 10 100 10 200
100(10 10 ) 10 10

200

H H H
HH H

H
H

x

x

x

− −

−−

−
− −

−

− −

− −

− −
− −

 = − =   = 
= − =  

=
 >

=

+ =

 × + × =
+

 = > ×

甲 甲 甲

乙乙 乙

甲

乙

【答】：

【解】： 正確

錯誤

錯誤

蜂蜜 水

7 5.5

4 7

4 7

4 7

4 7 4 7

5 5

4 2.5 7

4 2.5

10

10 10 5.5
(4)

10 10
100 400 500

100 10 400 10 500
100 10 400 10 10 4 10 0.00002008

500 5
2.008 10 10 5

(5)
10 10 10
20 10 400 430

20 10 10 10 400 10

pH

y

y

y

pH

z

−

− −

− −

− −

− − − −

− −

− − −

− − −

=

≠  <

+ =
 × + × =

× + × + ×
 = = =

× >  <

+ + =
 × + × + ×

又

正確

錯誤



7

3 1.5 5

3 2 5 3 2 5

4

4

430
2 10 10 4 10

430
2 10 10 10 4 10 2 10 4 10 4 10

430 430
0.04204 0.043 10

430 430
10 4

z

z

z pH

− − −

− − − − − −

−

−

=
× + + ×

 =

× + × + × × + × + ×= <

= < =

∴ <  >
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1.  分母有理化 

 

 (1) 二次根式有理化： 

 
b b a ab

a a a a
=  = ( 0 , 0a b  ) 

         
1 1 a b a b

a ba b a b a b

− −
=  =

−+ + −
 ( 0 , 0, )a b a b    

         
1 1 a b a b

a ba b a b a b

+ +
=  =

−− − +  

( 0 , 0, )a b a b    

 

 (2) 三次根式有理化： [自行參考] 

 
32 2

33
2

b b a a b

a a a a
=  = ( 0 , 0a b  ) 

      
3 3 3 32 2 2 23 3

3 3 3 3 3 32 23

1 1 a ab b a ab b

a ba b a b a ab b

− + − +
=  =

++ + − +
 ( 0 , 0a b  ) 

         
3 3 3 32 2 2 23 3

3 3 3 3 3 32 23

1 1 a ab b a ab b

a ba b a b a ab b

+ + + +
=  =

−− − + +
 ( 0 , 0, )a b a b    

 

 【說例】 

三次根式和與三次根式差的分母有理化可由以下公式達成。 

 

              2 2 3 3( )( )x y x xy y x y+ − + = + ,  
2 2 3 3( )( )x y x xy y x y− + + = −  

 

        舉例來說： 
 

33( 3 2)( )− = 

 

5 特殊方根的處理 

XGKX 

CLQQ DKFH 
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    (3)  有理化技巧-交叉相乘：   

  對分母有理化之前，可先觀察是否易與有理化的結果採取交叉相乘，舉例來說： 

由於 ( 1 )( 1 ) 1k k k k+ − + + = ，故
1

1k k
=

+ −
1k k+ + ； 

由於 ( 2 )( 2 ) 2 1k k k k+ + + − =  ，故
1

2k k
=

+ +

2

2

k k+ −
。                      

【說例】 

 
1

6 5
=

+
        

 
1

13 11
=

−
  

 
1

17 15
=

+
        

 
 

3. 子母雙重根式 

 

 (1) 子母雙重根式： 

   平方和型： 2a b ab+ + =
 
( 0, 0a b  )

  
           

    平方差型： 2a b ab+ − =  ( 0, 0a b  )
 

 

【說明】 

2 2 22 ( ) ( ) 2 ( )a b ab a b a b a b a b+ + = + + = + = +                            
 

        2 2 22 ( ) ( ) 2 ( )a b ab a b a b a b a b+ − = + − = − = −  

                

【說例】 

 5 2 6+ =                 

 17 12 2− =  
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 14 3 20+ =              

 2 3+ =  

 (2) 共軛子母雙根號： 

遇到 a b a b+  − 型題目(其中 0a b  )，通常會以平方處理之。因為 

平方會造成 (a b+ ) (a b+ − )及 2
a b a b a b+ − = − 較好處理的結構。 

 
【說例】 

以下我們來說明 2 3 2 3+ − − 是如何化簡成 2 的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  以下還有幾組數據提供給同學練習： 

3 5 3 5 2+ − − = , 4 15 4 15 6+ − − = , 14 6 5 14 6 5 6+ + − =  

 

  



陳立數學 – 36 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

型一 分母有理化 

 

 

例 1 

  

試將下列各式之分母有理化： 

(1) 3
2

3
    (2) 

3

1

2 3−
     

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2  

  

試將
1

1 2 3+ +
之分母有理化。 

 

解 
1

1 2 3+ +
 

 

 

 

 

 

 

  

ZMBY 
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例 3  

  

化簡
35 21 5 15

7 2 5 3

+ + +

+ +
。 

 

解 
35 21 5 15

7 2 5 3

+ + +

+ +
 

 

 

 

 

 

  

NSRM 
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型二 根式基本運算 

 

 

例 4  

  

 化簡
1 1 1

2 1 3 2 100 99
S = + + +

+ + +
之值。 

 

解 
1 1 1

2 1 3 2 100 99
S = + + +

+ + +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5  

  

已知
3 2 3 2

,
3 2 3 2

x y
− +

= =
+ −

，求 2 23 5 3x xy y− + 之值。 

 

解   

  

IJTH 
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型三 1n n+  運算 

 

 

例 6  

  

試比較下列各數的大小： 

    (1) 19 21 , 18 22 , 17 23a b c= + = + = +  

    (2) 20 19 , 19 18 , 18 17x y z= − = − = −  

 

解   
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例 7  

  

  求滿足 1 0.01n n− −  之最小正整數 n。 

 

解   
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型四 多重根式的處理 

 

 

例 8  各校重要考題 

  

若 11 6 2+ 的整數部分為 a，小數部分為 b，則
1 7

b a b
− =

+
          。 

解 1°  11 6 2 11 2 18 9 2 3 2+ = + = + = +  

        整數部分為 a＝        ，小數部分為 b＝ 

 

    2°  
1 7

b a b
− =

+
 

  
 
 
 

例 9  

  

有多少正整數 x 使得 51 x− 為整數？ 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 
 

  

STHW 
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例 10  競賽資優試題 

  

證明 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 3+ + + + + + = 。 

 

證  1°  3 9 1 8 1 2 4 1 2 16= = + = +  = + 1 2 1 15 1 2 1 3 5= + + = + +   

   1 2 1 3 25= + + 1 2 1 3 1 24 1 2 1 3 1 4 6= + + + = + + +   

   =  

 2°  為了說明是 1° 中的式子是可以繼續拆解下去的，我們必須證明： 

2 2
1 ( 2) 1 1 ( 1) ( 3)n n n n n . 

  左式 2
1 ( 2)n n

2 21 4 4 1 1 ( 4 3)n n n n n n+ + + = + + + +  

            1 1 ( 1)( 3)n n n= + + + + 2
1 1 ( 1) ( 3)n n n 右式 

 3°  由 1° 2° 可知原式成立 

 
 
 

例 11  競賽資優試題 

  
  

證明實數 3 35 2 5 2+ − − 為一個有理數。 

 

解 1°   令 3 35 2 5 2x = + − −  

     3 3 33 3 3 3 3 3( 5 2) ( 5 2) 3( 5 2)( 5 2)( 5 2 5 2)

x

x

=

 = + − − − + − + − −  

     
3 34 3(1) 3 4 0x x x x = −  + − =   

 

2°  3 3 4 0x x+ − =   2( 1)( 4) 0x x x − + + =   [係數總和為 0，必有因式 1x− ] 

2 4 0,x x x+ +     2 4 0x x + + = 無實根 

故 3 35 2 5 2 1+ − − = 為一個有理數 
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型五 根式估計 

 

 

例 12  

  

設 6 35a = + ，試回答下列問題： 

    (1) 若 a 介在連續整數 k 和 1k + 之間，求 k。 

    (2) 若
1

a
a

+ 介在連續整數 n 和 1n+ 之間，求 n。 

 

解  
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例 13  

  

求滿足
1

9 50
2 2

n n+
 +  的整數 n 值。 

 

解  

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中一中]  

 化簡 8 40 8 5 8 40 8 5+ + + − + =          。 

答： 10 2+  

 [挑戰題]  

已知方程式
1 1

1024
2 4

x x x+ + + + = ，求實數 x之值。 

答：992 
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1. 指數函數圖形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 同底指數式之大小關係 

 

  (1) 底數大於 1： 

若 1a  且 ,x y皆為實數，則「 x y  x ya a  」。   

   

 (2) 底數小於 1： 

若0 1a  且 ,x y皆為實數，則「 x y  x ya a  」。 

 

 

15 指數與對數的排序 SFPR 

  

函數   

圖形說例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

函數增減 遞增：   遞減：   

增減速度 遞增速度 (由左至右) 越來越快 遞減速度 (由左至右) 越來越慢 

 

 

 x 

 y 
  

 

 x 

 y 
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    (3) 指數式排序處理方法： 

         

       

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

類 型 說 例 處理方法 

化同底數 3 2 0.61
2 , ( ) , 32

16
a b c− −= = =  化成同底數 2 

化同指數 11 228 , 3a b= =  化成同指數 11 

化 10 底 100 302 , 3a b= =  化成同底數 10 

圖形概念 
3.99 4.01

410 10
, 10

2
a b

+
= =   觀察圖形凹凸性 
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型一 獨立數字比大小 

 

 

例 1  

 

 下列哪一個數值最小？ 

 (1) 3.51
( )
4

−      (2) 31
( )
2

−      (3) 3 128     (4) 38−      (5) 
5

216   。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2  

 

 比較 3 43 , 4 , 5a b c= = = 之大小。  

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VXUK 
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例 3  

 

 

(1) 試問 3.99 4.0110 , 10A B= = 哪一個數字最接近 10000？ 

(2) 比較
3.99 4.01

410 10
, 10

2
a b

+
= = 的大小 

 

解 (1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [102 學測] 

 令 10 92.6 2.6 ,a = − 11 102.6 2.6 ,b = −
11 92.6 2.6

2
c

−
= 。請選出正確的大小關係。 

 (1) a b c     (2) a c b    (3) b a c     (4) b c a     (5) c b a  。  

答：(4) 

 

YFQB 

y 

 x 
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例 4  

 

請由以下對照表比較   | |p q− 與 | |q r− 的大小。 

 
 
 

 

 

解  

 

 

 

 

  

NWRF 

 原始值  

對數值  

1.6 1.7 1.8 

p q r 
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型二 指數式的極值 

 

 

例 5  101 指考甲 

 

  當 ( , )x y 在直線 2 3x y+ = 上變動時，關於 9 3x yK = + 的敘述，試問下列哪個選項是正確 

的？ 

(1) K有最大值 28、最小值6 3    (2) K有最大值 28、但沒有最小值 

(3) K沒有最大值、但有最小值 12   (4) K沒有最大值、但有最小值6 3  

(5) K沒有最大值也沒有最小值  。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中一中] 

 設 ,x y 為實數，且 2 3 12x y+ = ，則當 ( , )x y = _________時， 4 8x y+ 的最小值為_______。 

答：(3, 2), 128 

 

 [北一女中] 

 設 ,x y 為實數，且 3 6x y+ = ，則10 1000x y+ 的最小值為何？ 

答：2000 
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型三 指數不等式 

 

例 6  

 

已知 log 2 0.3010,  log3 0.4771，求滿足 1003 2n  的最小正整數 n。 

 

解  
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

例 7  

 

已知 10047 為 168 位數，試求 1747 的位數。 

 

解  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 









 

 
 

Natural number N Limit lim 

Integer Z Infinity 

Rational number Q Function f

Real number R Identical with 

Complex number C Highest common factor HCF 

Greatest common divisor  gcd Least common multiple LCM 
 Least Common Multiple lcm Natural Logarithm ln 

  Imaginary unit i Angle 

Pi    Degree 

Radical sign    Similar to 

  Line L Congruent to 

Slope m Polynomial 

  Perpendicular  Synthetic division 

Sigma notation    Remainder theorem 

  And so on  Factor theorem 

Absolute value  Exponential function xe
Logarithm log Sine sin 

Cosine cos Tangent tan 

Cotangent cot Secant sec 
Cosecant csc Semiperimeter s 

Period p Centre O 
Incircle's radius r Circumcircle's radius R 

Triangle's area  Centre of gravity G 
Orthocentre H Circumcentre O 

Incentre I Altitude h 

Argument arg 
Principal value of 

an argument 
Arg 

Vector  Inner product 

Cross product × Plane E 

Circle C Sphere S 
Permutation P Combination C 



 

 

Sample space U Empty set 

Union  Intersection 

Is contained in  Belongs to 

Probability P Expectation E
Existence  Factorial 

Arithmetic mean x  Geometric mean G.M.
Median Me Mode Mo

Range R 1st quartile Q1

3rd quartile Q3 Interquartile range Q.D.

Golden ratio  Implication 

A a alpha N n nu 

B b beta X x xi 

G g gamma O o omicron

D d Delta P p pi 

E e Epsilon R r rho 

Z z zeta S s sigma 

H h eta T t tau 

Q q theta U u upsilon 

I i iota F f phi 

K k kappa C c chi 

L l lambda Y y psi 

M m mu W w omega 
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1.  絕對值 

 

(1) 代數意義： 

絕對值函數定義為
( 0)

( 0)

x
x

x


= 

  
 

(2) 對應數線上的幾何意義： 

 | |x 表示：實數線上 x 到原點的距離。 

 

 1 2| |x x− 表示：實數線上 1x 到 2x 的距離。 

 

(3) 絕對值基本運算： 

 對於任意實數 ,a b來說， ab a b= 。 

 

 對於任意實數 ,a b來說， ( 0)
aa

b
b b
=  。  

 

2.  數線不等式 

 

 (1) 去絕對值： 

 

 ( 0)x a r r a r x a r−    −   +  

 

      ( 0)x a r r x a r−     − 或 x a r +  

 

【說例 1】 

| | 2x    

    【說例 2】  

| | 3x    

 

a a+r  a–r 

a+r a  a–r 

12 絕對值 
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【說例 3】 

| 5 | 2x −   

    【說例 4】 

| 1| 3x −    

 

 (2) 造絕對值： 

 m x M     

 

      x m 或 x M     

 

【說例】 

6 10x    

 

 

3.  三角不等式 

 

 (1) 實數三角不等式： 

對於任意實數 ,a b，下列三角不等式恆成立： 

 

                          a b a b a b+  +  − 。
 

 

【證明】 

分別將 | | | |, | |, | | | |a b a b a b+ + − 平方： 

2 2 2(| | | |) 2 | |a b a b ab+ = + +  ……… 

          2 2 2( ) 2a b a b ab+ = + +   …………… 

             
2 2 2| | | | 2 | |a b a b ab− = + − ………… 

     在三式中比較 | |, , | |ab ab ab−  

由於 | | | |ab ab ab  − ，故 | | | | | | | | | |a b a b a b+  +  −  

 
M  m 

M  m 
 



                             

陳立數學 – 84 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

 (2) 等號成立： 

 當 時， | | | |a b+ = a b+ 。 

   當 時， a b a b+ = − 。 

【說明】 

 

 

 

 

 

4. 絕對值方程式的幾何觀點 

 

 (1) 絕對值的幾何意義： 

除了利用代數方式解絕對值方程式之外，由於 x − 表示 x 與在一維實數線上 

之距離，建議先從數線的距離觀點下手，尤其是方程式的絕對值過多時。 

 

 (2) 判定未知數的位置： 

從距離觀點處理絕對值時，有些數值可以讓我們提前判定未知數的大概區間。 

 

 1 5 8x x− + − =  

 

      1 5 20x x x+ − + − =  

 

5. 偏差絕對值函數 

  

 (1) 偏差絕對值函數： 

1 2( ) nf x x x x  = − + − + + −  ( 1 2, , , n   為實數) 稱為偏差絕對值函數。 

 (2) 中位數法則： 

已知 1 2 1( ) | | | | | | | |n nf x x x x x   −= − + − + + − + − 且 1 2 1n n   −    ，  

則 ( )f x 在 x Me時有最小值，其中Me為 1 2 1, , , ,n na   − 之中位數。 
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      奇數個絕對值的中位數法則： 

1 2 3( )f x x x x  = − + − + −
 1 2 3( )    在 2x =  (中位數) 時有 ( )f x 的 

最小值 2( )f  。 

【說明】 

  當 2x = 時， 

 2( )f  = 

 

  當 2x p =  時， 

( )f p =  

  

    

 

      偶數個絕對值的中位數法則： 

1 2 3 4( )f x x x x x   = − + − + − + −
 1 2 3 4( )      對於區間 2 3[ , ]  內 

的任何值，都有 ( )f x 的最小值 ( )f  。 

【說明】 

 

 

 

  當 x = 時 ( 2 3    )， 

 
1 2 3 4 4 1 3 2( )f             = − + − + − + − = − + −  

 

  當 x p= 時 ( p 不在區間 2 3[ , ]  內)， 

 1 2 3 4( )f p p p p p   
• •

= − + − + − + − 4 1 3 2 ( )f    
•

 − + − =  [三角不等式]     

 

 【說例 1】 

( ) 1 3 8f x x x x= − + − + − 有min ( )f x = ________，此時 _____x = 。 

 【說例 2】 

( ) 1 2 3 5f x x x x x= − + − + − + − 有min ( )f x = _________，此時______________。 

   

   

    

  

     p 
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6. 絕對值方程式的處理原則 

  

 (1) 絕對值問題常用方法：  

             

      
  

 
 

 

 (2) 題型分類： 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

題型 A B  

說例 1 3 4x x−  −  

處理原則 [法一] 兩側直接平方  [法二] 討論
4 4

1, 1 ,
3 3

x x x      

        

題型 A B    A B  

說例 1 2 3x x+  +  

處理原則 討論 1, 1x x −  −   

 
 

題型 A B C+    A B C+   

說例 1 2 2 3x x x− + −  −  

處理原則 

[法一] 看成 1 2 ( 1) ( 2)x x x x− + −  − + −  

      再由三角不等式 1 2 ( 1) ( 2)x x x x− + −  − + − 處理之 

[法二] 討論
3 3

1, 1 , 2, 2
2 2

x x x x       
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題型 多絕對值  

說例 1 2 5 20x x x− + − + − =  

處理原則 

[法一] 看成 x分別到 1, 2, 5 的距離總和為 20， 

必在 1 的左側或 5 的右側 

[法二] 討論 1, 1 2, 2 5, 5x x x x       
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型一 絕對值方程式 

 
 

例 1  各校段考必考題型 

 

1ax b+  之解為 1 5x−   ，求 a, b 之值。 

 

解  【常見錯誤】 

 1ax b+    1b ax b−  +    1 1b ax b− −   −  

     
1 1b b

x
a a

− − −
    [錯在哪?] 

  【正解】 

 

 

 

 

 

 

 

例 2 平方使用時機 

 

試解不等式 2 1 5x x−  − 。 

 

解  

 

 

 

 

 

 [衛道中學]  

 若實數 a 滿足1 1 2a −  且 3 9x a x− = − ，則實數 x 的最大值為________。 

答：14 

  

VEIA 



陳立數學 – 89 – 絕對智慧 

尊重著作權所有‧盜翻印法律追究 

 

例 3  

 

試解不等式3 | 2 1| 5x −  。 

 

解 【法一】 

1° Case 1 

1
2 1 0

2
3 2 1 5

2 3

x x

x
x


−   

 
 −    

 

 Case 2 

1
2 1 0

2
3 (2 1) 5

x x

x


−   

 
 − −  



 

    2°  由以上可知所求為 
 

 

【法二】 

 

 

 

 

 

 

例 4 多重絕對值 

 

請問滿足絕對值不等式 1 4 3x − −  的實數 x 解之範圍。 

 

答  

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中一中] 

試問滿足 1 3 4x − −  的整數 x 值共有________個。 

答： 13 

TFNJ 
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例 5  
 

已知方程式 2 24 4 2 1 6x x x x− + + − + = ，求實數 x。 
 

解 將原方程式改寫為： 

 從距離大小與數線上的位置，其實可以看得出 x在 1 的左側或在 2 的右側； 

 若是其他方程式數據，可能較難觀察 x 大概的位置，所以我們以通則來分析： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6  
 

已知方程式 1 2 6 15x x x− + − + − = ，求實數 x。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AGHB 
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例 7  各校重要考題 

 

 如下圖所示，在一條東西向的筆直景觀道路上，有一家電動機車租借站與休息站，分別 

位於道路里程 5 與 20 的位置。遊客租借電動機車騎乘時，偶爾會在路上耗盡電力而需

要道路救援。由於人力與成本的考量，若「救援位置與租借站的距離」再加上「救援位

置與休息站距離的 1.5 倍」不大於 30 時，可以免費服務，則可以免費救援的里程區間

為___________。 

 

 

 

 

解   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [台中女中]  

 解不等式 | 2 | | 1| 1x x x+ − −  + 。 

答： 2x  或 4 0x−    

 

租借站 休息站 

20 5 

租借站 

20 5 

休息站 
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型二 偏差絕對值函數 

 
 

例 8 係數是 1 要如何處理? 

 

求使得方程式 1 2 5x x x k− + − + − = 有實數 x 解的 k 範圍。 

 

解  

 

 

 

例 9 係數是 1 要如何處理? 

 

求解不等式 1 5 3x x− + −  。 

 

解  

 

 

 

例 10 係數不是 1 要如何處理? 

 

求 ( ) 3 1 2 2 4 5f x x x x x= − + − + − + − 的最小值與對應的 x 值。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 [挑戰題]  

 求
1 1

( ) 1 2 3
2 3

f x x x x= − + − + + 的最小值與對應的 x 值。 

答：
11

,
6

此時 1x =  
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例 11 係數有負號要如何處理? 105 學測 各校段考重要題型 

 

 下列各方程式中，請選出有實數解的選項： 

 (1) 5 1x x+ − =
     

(2) 5 6x x+ − =
       

(3) 5 1x x− − =
 

 
(4) 5 6x x− − =

     
(5) 5 1x x− − = −

  
。 

 

解 5x x+ − 可以表示一維數線上，「x 至原點的距離」與「x 至 5 的距離」之和 

 同理， 5x x− − 可以表示一維數線上，「x 至原點的距離」與「x 至 5 的距離」之差 

 由於 5x x+ − 的最小值為 5，故方程式 5x x k+ − = 有實數 x 解的條件是___________。 

 

 接下來，我們來討論方程式 5x x k− − = 有實數 x 解的條件： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 由於 5x x k− − = 的最小值為 5− ，最大值為 5，  

 故方程式 5x x k− − = 有實數 x 解的條件是___________________。 

 故選______________。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   

圖 示    

    

   

 

 

 P(x) 

  

a 
b 

 

 

 P(x)   
a 

b 

 
 

 P(x)   

a b 
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型三 三角不等式 

 
 

例 12  

 

試解 6 2 4 3 2x x x− + +  − 之 x 的實數範圍。 

 

解  【法一】討論 
  

 可以把實數區間分成四個區域： 

  

 

 

 

 

Case 1 當 6x  時，
6

( 6) (2 4) (3 2)

x

x x x




− + +  −
 

6x

x


 

 為任意實數
  6x   

Case 2 當
2

6
3

x  時，

2
6

3

( ) (2 4) (3 2)

x

x x


 


 + +  − 6 x−

2
6

3

6

x

x


 

 
 

  x 無解 

Case 3 當
2

2
3

x−   時，

2
2

3

( ) (2 4) ( )

x

x


−  

 + +  6 2 3x x− −

2
2

3

2

x

x


−  

 
  −

  2x =−  

Case 4 當 2x  − 時，
2

( ) ( ) ( )

x  −


+  6 2 4 2 3x x x− − − −
 

2x

x

 −
 

 為任意實數
 2x −  

由以上可知實數 x 範圍為 2x  − 或 6x   

 

  【法二】三角不等式 

 ,+   x   

 

 但題給 +   

 
   
 

 

 

 

 

 
 

6 
Case 4   Case 3    Case 2    Case 1 
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 [挑戰題]  

 試解 2 6 2 4x x x− + −  − 之 x 的實數範圍。 

答：2 3x    
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指 數 
                 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  



 
 

       分組提出公因式 

例 1. 試因式分解下列各式： 2 2 2(1) (1 ) ( )ab c c a b     

2 2(2) 9 3( 1) ( 1)x x x x      

 B： 2 2 2(1) ab abc a c b c   原式   
2 2 2

( ) ( )
( )( )

ab b c a c abc
b a bc ac a bc
a bc b ac

   
   
  

  

3 2

2

2

(2) 4 3 12
( 4) 3( 4)

( 4)( 3)

x x x
x x x
x x

   
   
  

原式

  

 
 
 
 
例 2. 因式分解 3 3 3 31 a b a b   ？ 

 B： 3 3 3(1 ) (1 )a b a   原式   
3 3

2 2

(1 )(1 )
(1 )(1 )(1 )(1 )

a b
a a a b b b

  
      

  

 

 
 

 
 
  

型一 

12 因式分解
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       十字交乘法 

例 1. 試因式分解下列各式： 2 2 2 2 2(1) 3 4a b x ab x b   

3 2 2 3

2 2 2

(2) 5 25 30
(3) 2 ( )

x y x y xy
x bx a b

 
  

 

 B： 2 2 2 2(1) ( 3 4) ( 4)( 1)b a x ax b ax ax     原式   

 
2 2

2

(2) 5 ( 5 6 ) 5 ( 2 )( 3 )

(3) 2 ( )( )
( )( )

xy x xy y xy x y x y

x bx a b a b
x a b x a b

     

    
    

原式

原式
  

 
 
 
 
 
 
例 2. 因式分解 2 2(1) ( 2 4)( 2 6) 21x x x x      

2 2(2) ( 3 2)( 7 12) 3x x x x      

 B： 2 2(1) ( 2 4)( 2 6) 21x x x x     原式   

2 2 2

2 2

2

( 2 ) 2( 2 ) 3
( 2 3)( 2 1)
( 3)( 1)( 1)

x x x x
x x x x
x x x

    
    
   

 

 

2 2

2 2 2

2 2

(2) ( 1)( 2)( 3)( 4) 3
( 5 4)( 5 6) 3
( 5 ) 10( 5 ) 21
( 5 7)( 5 3)

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

     
     
    
    

原式

  

 

  

型二 
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      拆項與補項 

例 1. 試因式分解下列各式： 4 3 2(1) 2 1x x x x     

4(2) 4x   

 B： 4 3 2 2(1) 1x x x x x     原式   
2 2 2

2 2

( 1) ( 1)
( 1)( 1)
x x x x x
x x x

     
   

  

 
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

(2) ( 2) 4
( 2) (2 )
( 2 2 )( 2 2 )
( 2 2)( 2 2)

x x
x x
x x x x
x x x x

  
  
    
    

原式

  

 
 
 
例 2. (1) 因式分解 4 26 25n n   

(2) n，若 4 26 25n n  為一質數，求 n 與此質數。 

 B： 2 2 2(1) ( 5) 16n n  原式  
2 2 2

2 2

2 2

( 5) (4 )
( 5 4 )( 5 4 )
( 4 5)( 4 5)

n n
n n n n
n n n n

  
    
    

  

 

2

2

2

2

(2) 1 1

(1) ( ) 4 5 1 2 17
( ) 4 5 1

( ) 4 5 1 2 17
( ) 4 5 1

2 17

P ab a b

i n n n
ii n n

iii n n n
iv n n

n

     

     
    

    
    

  

為質數 或

由 得 ，原數為

無解

，原數為

無解

，此質數為

  

 

  

型三 
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      強迫分解 

例 1. 因式分解： (1) 3 2 6xy x y    

2 2 2 2

(2) 5 4 20
(3) 1

xy x y
x y x y

  
  

 

 B：
2

(1) ( 2)( 3)
3

x
x y

y
 

     
原式   

2
2 2

2

4
(2) ( 4)( 5)

5

1
(3) ( 1)( 1)

1
( 1)( 1)( 1)( 2)

x
x y

y

x
x y

y
x x y y

 
     

 
     

    

原式

原式   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

型四 
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      配合整數解 

例 1. 設 x且 2 71x  ，試解 x ？ 

 B： 令 2 71 ,x k k     
2 2

2 2

71
71

( )( ) 71

71
1

36 , 35

x k
k x
k x k x

k x
k x

k x

  
  
   




  

大 大   

 

 

 

例 2. 設 ,x y且
5 4 1
x y
  ，試解數對 ( , )x y ？ 

 B：
5 4 1
x y
   

5 4
4 5 0

( 5)( 4) 20
5 1 2 4 5 10 20 1 2 4 5 10 20
4 20 10 5 4 2 1 20 10 5 4 2 1

6 7 9 10 15 25 4 3 1 0 5 15
24 14 9 8 6 5 16 6 1 0 2 3

11

y x xy
xy x y
x y

x
y

x
y

  
   
   

      
      

 
   


不合

共共 組解

  

  

型五 
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例 3. (能力指標：平方差)  

已知直角三角形的三邊長皆為整數，且共一股的長度是 20， 

求這樣的直角三角形共幾個？ 

 B：設另一股為 a ，斜邊為 b ， ,a b且b a ，則 
2 2 2

2 2

20
400

( )( ) 400

2 4 8 10
200 100 50 40

101 52 29 25
99 48 21 15

4

a b
b a
b a b a

b a
b a

b
a

 
  
   

 


 



大 大

故故足題題的三角形共共 個
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1. 下列何者為 8 4 2xy x y   的因式？ 

   (A) 2x     (B) 2x      (C) 4x     (D) 8x  。 

 
 
 
 
 
 

2. 下列哪一個式子是
3

3

8
a b 的因式？ 

   (A) 2 22 4a ab b      (B) 2 22 4a ab b      (C) 2a b     (D) 2a b 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
3. 因式分解 2 2 2 24 2x y xy x y   。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. (B)   2. (B)   3. (2 )(2 )xy x y xy x y      

簡 答 
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4. 下列何者正確？ 

(A) 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b      

(B) 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b      

(C) 2 2 2 2 4 2 2 4( )( )a ab b a ab b a a b b        

(D) 2 2 4 4( )( )( )a b a b a b a b     。 

 
 
 
 
 
 
5. 試因式分解 2 2 2(1 ) ( )ab c c a b   。 
 

 
 
 
 
 
 

6. 在 240 與 250 之間恰共一個正整數可以整除 242 1 ，則此數為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. (D)   5. ( )( )a bc b ac     6. 241  

簡 答 
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7. 求 2 24 1x y  之整數解。 

 
 
 
 
 
 
8. 下列何者不是 5 33 4x x x  的因式？ 

  (A) 2x    (B) 2x     (C) 3x x     (D) 1x 。 

 
 
 
 
 
 
 

9. 計算
4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

(10 64)(18 64)(26 64)(34 64)(42 64)
(6 64)(14 64)(22 64)(30 64)(38 64)

    
    

之值。 

[提示：利用 4 64x  的因式分解] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1 , 0) 或 ( 1 , 0)    8. (D)   9. 97  

簡 答 
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10. 因式分解 4 44a b 。 

 
 
 
 
 
 
 

11. 因式分解 2 2( 1)( 1) 4a b ab   。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
12. 共三個質數，其積為其和的 19 倍，求此三質數和。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. 2 2 2 2( 2 2 )( 2 2 )a ab b a ab b       11. ( 1)( 1)ab a b ab a b         12. 33 

簡 答 
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13. 因式分解 ( 1)( 3)( 5)( 7) 15x x x x     。(分成 4 個一次因式) 

 
 
 
 
 
 
 

14. 解 4( 1)(2 1)(3 1)(4 1) 6 0x x x x x      。 

 
 
 
 
 
 
 
 

15. 已知 x 和
2 9 1x x  皆為整數，試求 x 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. ( 2)( 6)( 4 6)( 4 6)x x x x        14. 1 6
5

x   或
1 7

6
   

15. 26 10 17 1x or or or     

簡 答 
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16. 因式分解 2( 1) ( )( 1) 5ab a b ab ab     。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17. 因式分解 ( 1)( 1)( 1)xy x y xy    。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

16. ( 1 )( 1 )ab a ab b       17. ( 1 )( 1 )xy x xy y      

簡 答 
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      雙十字交乘法 

1. 因式分解 2 26 3 11 4x xy y x y      

 B：
3 4
2 1

x y
x y

  
   

  

( 3 4)( 2 1)x y x y    原式  

 
 
 
 
 
 
 
 

2. 因式分解 2 23 8 3 10 10 8x xy y x y      

 B：
3 2

3 4
x y
x y

  
   

 

(3 2)( 3 4)x y x y    原式  

 

 
 
 

 
 

 
 

  

型六 
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3. 因式分解 2 22 6 5 11 3x xy y x y      

 B：
2 3 1

2 3
x y

x y
  

   
 

(2 3 1)( 2 3)x y x y    原式  
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       二次根式 
 

【觀念一】分母有理化 ( 0 , 0)b b a ab a b
a aa a
      

【觀念二】 2 | | ( , 0)a b a b a b a b    

【觀念三】分母有理化
1 1 a b a b

a ba b a b a b
   

  
 

【觀念四】分母有理化
1 1 a b a b

a ba b a b a b
   

  
 

 

 

例 1. (能力指標：有理化) 

試有理化：
5 2(1) (2) 2

18 3
 

 B：
5 2 10(1)

18 2 6
  原式   

8 3 24 2 6(2)
3 3 3 3

   原式  

 
 
 
 
 
 
 

  

型一 

14 有理化分母
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例 2. (能力指標：有理化)  

試有理化：
6+ 5 1(1) (2)
5+ 3 1 2 3 

 

 B：
6 5 5 3 30 5 3 2 15(1)

25 3 5 3
      
 

原式  

1 (1 2) 3(2)
(1 2) 3 (1 2) 3

1 2 3
2 2

2 1 6
4

  
   

 

 

原式

  

 
 
 

 
例 3. (能力指標：有理化)  

化簡
35 21 5 15

7 2 5 3
  
 

 

 B：1先有理化倒數   

7 5 5 3 7 5 5 3
( 7 5)( 5 3) ( 7 5)( 5 3) ( 7 5)( 5 3

1 1
5 3 7 5
5 3 7 5

2 2
7 3

2

      
     

 
 
  



倒數

 

2 7 32
27 3
  


原數   
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例 4. (能力指標：有理化)  

化簡
1 1 1

2 1 3 2 100 99
   

  
 ？ 

 B：
1 1 1 1
1 1 1

k k k k
k k k k k k

     
     

 

( 2 1) ( 3 2) ( 4 3) ( 100 99)

1 100
1 10

9

        

  
  


原式
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1. 滿足 90x 為正整數且1 100x  的正整數 x 之值有 個。 

 
 
 
 
 
 

2. 化簡
1 5 2 1

2 3 1 6 3 2
  

  
。 

 
 
 
 
 
 
 
 

3. 21 2 3( )
2 3 5 3 2 2 5

 
  

經化簡後可得結果為 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 3   2. 2   3. 2     

簡 答 
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4. 若 7 6 , 6 7x y    ，則 2 22 3 2x xy y   。 

 
 
 
 
 
 
 

5. 若
1 14

4 14

b c
a



，求 a b c  之值，其中 , ,a b c 為最小正整數解。 

 
 
 
 
 
 
 

6. 實數 a 滿足 1996 1997a a a    ，則 21996a  之值為_______。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 49   5. 12   6. 1997   

簡 答 
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7. 5 7 11 2 7 14, 2 10 11a b c        , ，則 , ,a b c 的大小關係

為何？ 

(A) a b c      (B) a c b      (C) b c a   
(D) c b a      (E) c a b   。 

 
 
 
 
 

8. 化簡
12

2 3 5


 
。(分母不可含方根) 

 
 
 
 
 
 
 

9. 試化簡
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 23 25
    

   
 。 

 
 
 
 
 
 
 
 

7. (B)   8. 2 3 3 2 30     9. 2     

簡 答 
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10. 請選出選項當中最大者： 

(1) 10 3 11   (2) 51 10 26   (3) 3 11 10  

(4) 10 26 51  (5) 401 20 。 

 
 
 
 
 
 

11. 已知
3

2
x  ，則

1 1
1 1 1 1

x x
x x

 
   

之值為 。 

 
 
 
 
 
 

12. 化簡 3 3(5 2 6) (5 2 6)   可得下列選項中的哪個值? 請選出來。 

(1) 13 2     (2) 17 3     (3) 17 5     (4) 18 3     (5) 18 2  。 

 
 
 
 
 
 
 
 

10. (1)   11. 1   12. (4)  

簡 答 
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13. 比較下列各數中，何者最小？ 

(1) 400 400        (2) 401 399  

(3) 402 398        (4) 403 397  。 

 
 
 
 
 
 
 
 

14. 已知
5 3
5 3

x 


，則 3
3

1x
x

  。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

13. (4)   14. 126 15  
  

簡 答 
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15. (103 學測試題) 

關於下列不等式，請選出正確的選項。 

(1) 13 3.5 (2) 13 3.6 (3) 13 3 10
1(4) 13 3 16 (5) 0.6

13 3

   

  


 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

15. (1)(4)  

簡 答 
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       三次根式 
 

【觀念一】原理： 2 2 3 3( )( )x y x xy y x y  + +  

2 2( )( )x y x xy y  — 3 3x y—  

【觀念二】立方根式分母有理化 

          

3 32 23

3 3 3 3 3 32 23

3 32 23

3 32 23

3 3 3 3 3 32 23

3 32 23

1 1

1 1

a ab b
a b a b a ab b

a ab b
a b

a ab b
a b a b a ab b

a ab b
a b

  
   

 


  
   

 


 

 

1. (能力指標：三次根式有理化) 

試有理化：(1) 
3

1
12

  (2) 3
2
3

  (3) 
3

5
2 3

  (4) 
3 3

5
1 2 4 

 

 B：
3 2 3

3 32 2

1 2 3 18(1)
62 3 2 3

  
 

原式  

3 23 3

3 3 2

2 23 3 3 3
3 3

32 23 3 3

3 3
3

23 3 3

2 3 18(2)
33 3

5 2 2 3 ( 3) 5 (4 2 3 9)(3) 4 2 3 9
2 32 3 2 2 3 ( 3)

5 2 1 5( 2 1)(4) 5( 2 1)
2 1( 2) 2 1 2 1

  

          
   

     
  

原式

原式

原式

  

  

型二 
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2. (能力指標：三次方根方程組)  

解聯立方程式
3 3

29

1 2 2

x y

x y

 


   
得 y 之值為 。 

 B： 令
3 33

3 33

1 1 1
2 22

a x a x x a
b y y bb y

            
        

  

3 3

3 3 2 2 2 2

( 1) ( 2) 29
2

26 ( )( ) 26 13
2 2 2

a b
a b

a b a b a ab b a ab b
a b a b a b

    


 
          

    
       

 

2 2

2 2

3 3

3 3

( 2) ( 2) 13
3 6 9 0 2 3 0 3 1

1 3
3 1

1 0 1 28
2 29 2 1

a b b b b
b b b b b

a a
b b

x a x a
y b y b

    
          

   
    

         
         

消去 得

或

或

或

  

 
3. (能力指標：三次方根化簡) 

試證： 3 320 14 2 20 14 2 4    。 

 B：令 3 320 14 2 20 14 2x       
3

3

2

3 3

0

40 6
6 40 0

( 4) ( 4 10) 0

4 , 20 14 2 20 14 2 4

D

x x
x x
x x x

x



  
   
    

     即

  

 
  

3 3 2 2 3

3 3 3

3 3 3

3 3

3 3

3 3
3 ( )

3

20 14 2 20 14 2

400 392 8 2

x

x a b
x a a b ab b
x a b ab a b

x a b abx

ab

 
    
    

   

   

   
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1. 試將
3

6
4 1

之分母有理化。 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

1. 3 32(2 2 4 1)   

簡 答 
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例 1. (能力指標：計算機求值)  
請完成下列各小題： 

  

(1) 104.8 =
(2) log 4.8 =
(3)10a = 6.5 a = log6.5 =
(4) log b = 6.5 b = 106.5 =

 

 B： 4.8(1)10 63095.73444=  

6.5

(2) log 4.8 0.68124123
(3)10 6.5 log 6.5 0.81291335
(4) log 6.5 10 3162277.6601

a a
b b

=
=  = =

=  = =
 

 
 
例 2. (各校段考試題)  

(1) 試求 12 log7log(10 ) 10 log 0.01+ + = 。 

(2) 已知 log 40 , log 25a b= = ，則 a b+ = 。 

(3) 已知 log3k = ，則1000 100k k−+ = 。 

 B：  
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例 3. (中山女中) 

請選出正確的選項。 

(參考數值 log 2 0.3010 , log 3 0.4771 , log 7 0.8450≈ ≈ ≈ ) 

(1) 對每個 0a > ，都有唯一的實數 x 滿足10x a= ，這個實數 x 記為 log a  
(2) 若 ,a b 為正實數 log 1.5a = 且 log 2.2b = ，則 2ab 的整數部分為 6 位數 

(3) log101415 介於 5 與 6 之間 

(4) 71.3579 10−× 的小數點後第 8 位數字開始不為 0 

(5) 702 的整數部分為 22 位數 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 4. (各校段考試題) 

(1) 若 log 3 log 4.72a = + ，log 2 log 0.236b = + ，則 a 是b 的 倍。 

(2) 已知 , 0a b > ，且滿足 2log( ) 8 log1.28ab = + ， 2log( ) 7 log3.2a b = + ， 

求 log( )a b+ = 。 

 B： 
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例 5. (建國中學)  
實數 a b、 之間的關係為 2 4 3loga b= + ，則當b 變為 10 倍時， 

a 增加多少？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 6. (成功高中)  

pH 值可以用來表示溶液的酸鹼程度，若 H +   表示溶液中氫離子的濃度，

則 logpH H + = −   。假設檸檬汁的 310H + −  =  ，則檸檬汁的 3pH = 。若

將 3pH = 的檸檬汁與 4pH = 的橘子汁以1 3： 的比例混合，求混合溶液的

pH 值約為多少？ (四捨五入至小數點以下第一位， log 3.25 0.5119≈ ) 

 B： 
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例 7. (實驗高中)  
目前國際使用「芮氏規模」來表示地震的強度，設 ( )E r 為地震「芮氏規

模 r 」震央所釋放出的能量(單位：焦耳)，且 r 與 ( )E r 的關係如下：

log ( ) 4.8 1.5E r r= + 。 

(1) 九二一地震，發生於民國 88 年 9 月 21 日，震央位於南投集集， 

其芮氏規模為 7.3，試問其震央所釋放的能量 (7.3)E 的整數部分為幾

位數？ 

(2) 呈上，三三一地震，發生於民國 91 年 3 月 31 日，震央位於花蓮秀林，

其芮氏規模為 6.8，試問「九二一地震」其震央所釋放的能量約為「三

三一地震」時震央所釋放的能量的多少倍？( log 31.623 1.5≈ ，小數點

以下無條件進位至整數) 

(3) 呈上，九二一地震震央所釋出的能量約為西元 1964 年白河地震震央

所釋出的能量的 30 倍，試問白河地震的芮氏規模為多少？ 

(四捨五入至小數點第一位，1.4771 3 0.4924÷ ≈ )(4 分) 

 B： 
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例 8. (建國中學學資)  
所謂「梅森質數」是指形如 2 1p − 的質數，其中 p 為質數。「GIMPS 計畫」

是透過網路連接全球各地的電腦資源搜尋梅森質數。已知 5212 1− 是一個質

數。試回答下列問題： 

(1) 根據常用對數的定義 log22 10= ，令 5212 10k= ，試用 log 2 來表示 k 。 
(2) 用計算機求出 k 的近似值。(四捨五入至小數點後第一位) 

(3) 請問質數 5212 1− 是幾位數？ 
 B：(1) 521 log 2 521 521 log 22 (10 ) 10 521 log 2k×= = = ×，  

(2) 利用計算機可以求得 521 log 2 156.8k = × ≈  

(3) 521 156.8 156 521 1572 1 10 10 2 1 10− ≈  < − < ，故 5212 1− 是 157 位數 
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