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【觀念一】數列定義 

(1) 數的排列

【觀念二】級數定義 

(1) 數列的總和

【觀念三】數列重要名詞與符號： 

(1) 數列 na 中第一個數稱為第 1 項或首項，記為：

(2) 數列 na 中第二個數稱為第 2 項，記為：

(3) 數列 na 中第 n 個數稱為第 n 項，記為：

(4) 數列 na 中的每一個數稱為 ，所有項的個數稱

(5) 數列項數有限個稱此數列為

(6) 數列項數無限個稱此數列為

(7) 數列表示法：

 有限數列 1 2 3: , , , , na a a a

 無限數列 1 2 3: , , , , ,na a a a

《說明》
8

1 2 81 , , ,n n
a a a a

=
= ，定義： 2 1na n= +  

 項數=  

 首項=  

 末項=  

數列與級數 1
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【觀念四】有限級數與無限級數 

          (1) 有限級數： 1 2 na a a+ + +  

          (2) 無限級數： 1 2 na a a+ + + +  

【觀念五】級數符號 

(1) 1 2 na a a+ + + = =  

(2) 1 2 na a a+ + + + =  

(3) nS 表示：前 n 項總和 

例 1. (能力指標：規則尋找) 

已知下面的數列含有某種規則，嘗試去發掘出來，再填上下列 

各題之空格： 

(1) , 5 , 8 , 11 , 14 , ,  

 
(2) 1 , 4 , 9 , ,  

 
(3) , 2 , 3 , 5 , 8 , 12 , 17 , ,  

 
(4) , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , ,  

 B： 
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例 2. (能力指標：規則尋找) 

找出下列數列規則性 

(1) 1 , 2 , 4 , 7 ,11 ,16 , , ,  

 
(2) 1 , 2 , 5 ,10 ,17 , 26 , , ,  

 
(3) 1 ,1 , 2 , 6 , ,120 , ,  

 
(4) 1 , 2 , 3 , 6 ,11 , 20 , , 68 , ,  

 
(5) 3 , 6 ,11 , 20 , 37 , ,135 , ,  

 

(6) 1 1 1 1 1, , , , , , ,
2 12 30 56 132

 

 B： 
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1. (89 學測試題) 

  將自然數按下列規律排列，每一列比前一列多一個數，如下表所示： 

                        

1 1
2 2 , 3
3 4 , 5 , 6
4 7 , 8 , 9 , 10
5 11, 12 , 13 , 14 , 15

列

列

列

列

列

 

  試問第 100 列第 3 個數是多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 4953  

簡 答 
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【觀念一】等差數列 (arithmetic progression) 

(1) 等差數列又稱 ，以 表示  

【觀念二】等差數列一般式 

(1) na 成等差數列： 1 2 3 1n na a a a a−  

 

(2) 等差數列一般項： 1 ( 1)na a n d= + − =  

  《說明》 2 1a a d− =  

      

3 2

4 3

1

1

)
( 1)

n n

n

a a d
a a d

a a d
a a n d

−

− =
− =

+ − =
− = −

 

          1 ( 1)na a n d∴ = + −  

 

【觀念三】等差中間項性質 

(1) 1 3a a+ + =2a  

(2) 1 2 4 5a a a a+ + + + =3a  

(3) 1 2 3 5 6 7a a a a a a+ + + + + + =4a  

(4) 1 3 7 9a a a a+ + + + =5a  

(5) 1 3 5 7 9 11a a a a a a+ + + + + =  

(6) 2 4 6 8 10 12a a a a a a+ + + + + =  

  

d d d

等差數列 2
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【觀念四】公差d求法 

          (1) 1

1

( 1)
( )

( 1)
m

m n
n

a a m d
a a m n d

a a n d
= + −

 − = − = + −
 

( )m na ad d
m n

−
 =

−
兩項求公差  

 
【觀念五】等差數列遞迴式 

          (1) 1 ( )n n na a a d n+ = + ∈成等差  

                        1 ( , 2)n na a d n n−= + ∈ ≥或  

          (2) 1 ( )n n na a a d n+ − = ∈成等差  

                        1 ( , 2)n na a d n n−− = ∈ ≥或  

例 1. (能力指標：知一般項比求和比) 

     二個等差數列，第 n 項之比為 (2 3) : (6 4)n n+ + ，求前 9 項和 

     之比值。 

 B： 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

S a a a a a a a a a
S b b b b b b b b b

+ + + + + + + += =
′ + + + + + + + +
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例 2. (能力指標：知和比求一般項比) 

     二個等差數列，前 n 項和之比為 (7 2) : ( 3)n n+ + ，求其第 3 項 

     之比值。 

 B： 3 3

3 3

a a
b b

+ += =
+ +

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 3. (能力指標：共同項問題)  

     4 1 , 3 2 ,n na n b n n= + = + ∈ ，求共同項 。 

 B：1 5 , 9 ,13 ,17 , 21,na° =  

5 , 8 ,11 ,14 ,17 ,

5 ,17 , 29 ,
n

n

b

c

=

=共同項
 

     
12 5 , 12

( 12 )
5 ( 1)12 12 7n

c d

c n n

° = =

∴ = + − = −
共同項公差 ，是原來二公差之最小公倍數  

 
 

~12~



例 4. (能力指標：等差極值) 

設一個等差數列第 8 項是 18，第 20 項是 174− ， 

(1) 求 1 , , na d a= = = 。 

(2) 第 n 項開始為負，求 n = 。 

(3) nS 之最大值。 

 B： (1) 1 1

1

7 18
19 174 n

a d a
a

a d d
+ = = 

  = + = − =
 

 
 
      (2) 0na <   

 
 
 
 
 
      (3) nS 最大值 =  

 
 
 
 
 
例 5. (能力指標：倍數求和) 

求 100 到 300 之間 7 的倍數的總和。 

 B： 1 7 ( )n k k° = ∈令  

        100 300100 7 300 15 ~ 42 ( 28 )
7 7

k k k< <  < <  = 共 項  

      
(105 294)282 5586

2
+° = =總和  
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例 6. (能力指標：等差數列插值法) 

(知道等差數列其中二項求另一項) 

(1) 5 10 176 , 31,a a a= = = 。 

B：法 1 5 1 1
17

10 1

4 6
9 31

a a d a
a

a a d d
= + = = 

  = = + = =
 

法 2 
5 1

10 5 17 10 17 5
10 1

17 1

4
9

10 5 17 10 17 5
16

a a d
a a a a a aa a d d

a a d

= +
− − − = +  = = = − − − = +

 

 
 

(2) ,m na n a m= = ，求 m na + = 。 ( , )m n ∈  

B：  

                                     
 
 
     (3) 10 ~ 20− 之間由小到大插入 13 個等差中項，求插入的第 6 項？ 

     B：  

                                   
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例 7. (能力指標：等差中間項性質) 

有一個 101 項的等差數列 1 2 3 101, , , ,a a a a… ，其和為 0，且 

71 71a = ，問下列選項哪些正確？ 

(1) 1 101 0a a+ >     (2) 2 100 0a a+ <     (3) 3 99 0a a+ =  

(4) 51 51a =        (5) 1 0a <  

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 8. (能力指標：等差重要證明題) 

     na 成等差數列， , , , ,p q rp q r a x a y a z∈ = = =， ， 

     求 ( ) ( ) ( )x q r y r p z p q− + − + − = 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

~15~



 

1. 在 3 與 100 之間插入 1 2 8, , ,a a a… 八個數，使它們形成 10 項的 

等差數列，求 5a = ？ 

 
 
 
 
2. 有一直角三角形之三邊的長構成等差數列，試證：這個直角三角形三邊長的 

比必為3 : 4 : 5 。 
 
 
 
 
3. 設 na 是一等差數列，且 3 1056 , 7a a= = −   

  (1) 試求 23a 與 37a 。 

  (2) 設這等差數列的前 n 項總和是 nS ，當 nS 有最大值時，試求 n 的值。 

 
 
 
 
4. 在 1 與 999 之間插入 n 項，使其成一等差數列，試問 n 至少是多少時，才會 

使這數列的總和超過 5000 呢？ 
 
 
 
 
 
 

1. 856
9

    2. 見詳解    3. (1) 124− 與 250−   (2)9    4. 9      

簡 答 
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5. 設實數 , ,a b c 成等差數列，其中 0a ≠ ，試證方程式 2 2 0ax bx c+ + = 兩根均 

為實根。 
 
 
 
 
 
 
6. 一等差數列 1 2 3, , ,a a a …，如果 4 109 , 3a a= − = ，求 20a ，以及 

1 2 3 100na a a a+ + + + > 的最小正整數 n？ 

 
 
 
 
 
 
 

7. 有一等差數列，已知第 i 項為 2j ，第 j 項為 2i ，且 i j≠ ，求第 i j+ 項為何？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

5. 見詳解    6. 20 23a =  21n =    7. ij−     

簡 答 
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8. (103 學測試題) 

設 1 1a = 且 1 2 3, , ,a a a  為等差數列。請選出正確的選項。 

(1) 若 100 0a > ，則 1000 0a >    (2) 若 100 0a < ，則 1000 0a <  

(3) 若 1000 0a > ，則 100 0a >    (4) 若 1000 0a < ，則 100 0a <  

(5) 1000 10 100 110( )a a a a− = −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8. (2)(3)(5) 

簡 答 
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【觀念一】等比數列 (geometric progression) 

(1) 等比數列又稱 ，以 表示 

 

【觀念二】等比數列一般項 

(1) na 成等比數列， 1 2 3 1n na a a a a−  

r r r  

(2) 等比數列一般項： 1
1

n
na a r −= =  ( 0r ≠ ) 

  《說明》

2

1

3

2

1

n

n

a r
a
a r
a

a r
a −

 =

 =



 =


 

          1
11 n

nn a a r −− =將將將 式相乘得  

 

【觀念三】公比 r求法 

          (1) 
1

1
1

1

m
m m nm

n
nn

a a r a r
aa a r

−
−

−

 =  =
=

 

 

【觀念四】等比數列遞迴式 

          (1) 1 1( ) ( , 2)n n n n na a a r n a a r n n+ − = × ∈ = × ∈ ≥成等比 或  

          (2) 
1

1

( ) ( , 2)n n
n

n n

a aa r n r n n
a a

+

−

 = ∈ = ∈ ≥成等比 或  

 

等比數列 3
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例 1. (能力指標：等比與Δ ) 

     三角形三邊長成等比數列，且最小邊長為 1，公比為 r ，若此 

三角形周長 L   (1) 求公比 r 範圍    (2) 求 L 範圍 

 B：(1) 21, , ( 1)r r r ≥令三邊  

2 2

11 1
1 5 1 51 1 0

2 2
1 51

2

rr r
r r r r r

r

≥≥ ≥       − ++ > − − < < <  

+
 ≤ <

 

     (2) 2 21 31 1 ( )
2 4

L r r r° = + + = + +  

        2°  
 

 

 

 

 

例 2. (能力指標：等差、等比混合) 

, , , ,x b ya c 成等差數列， , , , ,m d na c 成等比數列， 

試以 ,b y 表示 n 。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

~20~



例 3. (能力指標：等差、等比混合) 

設有三數成等差數列，其和為 36，若各項依次加1, 4 , 43 後， 

則成等比數列，試求此三數？ 

 B：  
 
 
  

~21~



例 4. (能力指標：等比數列) 

設有三數成等比數列，其和為 28，平方和為 336，求此數列？ 

 B： 
 
 
 
 
  

~22~



例 5. (能力指標：等比重要證明題) 

     na 成等比數列， , , , ,p q rp q r a x a y a z∈ = = =， ，求 
q r r p p qx y z− − −⋅ ⋅ = 。 

 B：

1
1

1
1

1
1

1 ( )

p
p

q
q

r
r

x a a R

y a a R R

z a a R

−

−

−

 = =
° = =
 = =

為公比  

     

1 1 1
1 1 1

( 1)( ) ( 1)( ) ( 1)( )
1
0
1
0 0
1

2 ( ) ( ) ( )

1

q r r p p q p q r q r p r p q

q r r p p q p q r q r p r p q

pq pr qr qp rp rq q r r p p q

x y z a R a R a R
a R
a R
a R

− − − − − − − − −

− + − + − − − + − − + − −

− + − + − − + − + − +

° × × = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ×

= ×

= × =

 

 
  

~23~



 

1. 在等比數列 na 中，已知 1 3 2 45 , 10a a a a+ = + = ，求首項 1a 及公比 r。 

 
 
 
 
 

2. 有一等比實數數列 na ，已知 5 848 , 384a a= = ，求公比 r。 

 
 
 
 
 
 
3. 設 , , ,a b c d 四正數成等比數列，若 3 , 2a d b c+ = + = ，試求其公比。 

 
 
 
 
 
 

4. 設 na 是等比數列。若 3 72 , 6a a= = ，則 15a = 。 

 
 
 
 
 
 

1. 1 1 , 2a r= =     2. 2r =     3. 2r = 或
1
2

    4. 54  

簡 答 

~24~



 

5. 瓶內裝滿酒精，用去
1
3

後，將水加滿；第 2 次又用去
1
3

後，再用水加滿， 

如此連續五次，則最後瓶內的酒精成分為原來的多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. 設 na 是等比數列。若 2 5 3 418 , 45a a a a+ = ⋅ = ，則 6a = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. 32
243

    6. 315 5 或
3

3
5

  

簡 答 

~25~



 

7. (84 學測試題) 

  假設某鎮每年的人口數逐年成長，且成一等比數列。已知此鎮十年前有 25 萬

人，現在有 30 萬人，那麼二十年後，此鎮人口應有 萬人。(求到小數

點後一位) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. (87 學測試題) 

  在等比數列 na 中，

1

4

2 1

1

2 5 , 1

n n n

a

a n
a a a+ +

=


= − ≥
 = +

，則 na 的公比 = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. 43.2   8. 1 5
2

−   

簡 答 
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9. (91 學測試題) 

  某公司民國 85 年營業額為 4 億元，民國 86 年營業額為 6 億元，該年的成長率

為 50%，87 , 88 , 89 三年的成長率皆相同，且民國 89 年營業額為 48 億元。則

該公司 89 年的成長率為 %。 

 
 
 
 
 
 
 
 

10. (95 學測試題) 

  假設實數 1 2 3 4, , ,a a a a 是一個等差數列，且滿足 10 2a< < 及 3 4a = ，若定義

2 na
nb = ，則以下哪些選項是對的？ 

  (1) 1 2 3 4, , ,b b b b 是一個等比數列  (2) 1 2b b<   (3) 2 4b >  

(4) 4 32b >   (5) 2 4 256b b× =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

9. 100   10. (1)(2)(3)(4)(5)     

簡 答 

~27~



 

11. (97 學測試題) 

  已知 1 2 3, ,a a a 為一等差數列，而 1 2 3, ,b b b 為一等比數列，且此六數皆為實

數。試問下列哪些選項是正確的？ 

(1) 1 2a a< 與 2 3a a> 可能同時成立  (2) 1 2b b< 與 2 3b b> 可能同時成立 

(3) 若 1 2 0a a+ < ，則 2 3 0a a+ <    (4) 若 1 2 0b b < ，則 2 3 0b b <  

(5) 若 1 2 3, ,b b b 皆為正整數且 1 2b b< ，則 1b 整除 2b  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11. (2)(4)     

簡 答 

~28~



 

12. (107 學測試題) 

某貨品為避免因成本變動而造成售價波動太過劇烈，當週售價相對於前一週

售價的漲跌幅定為當週成本相對於前一週成本的漲跌幅的一半。例如下表中

第二週成本將漲 100%，所以第二週售價將漲 50%，依此定價方式以及下表的

資訊，試選出正確的選項。 

【註：成本漲跌幅= −當週成本 前週成本

前週成本
，售價漲跌幅= −當週售價 前週售價

前週售價
。】 

 第 一 週  第 二 週  第 三 週  第 四 週  
成 本  50 100 50 90 
售 價  120 180 x  y  

(1) 120 180x y= < <    (2) 120 180x y< < <    (3) 120 180x y< < <  

(4) 120 180x y= < <    (5) 120 180x y< < <  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

12. (5) 

簡 答 

~29~



 

 
 

【觀念一】等差中項 

(1) , ,a x b 成等差，x 稱 ,a b 等差中項 (算術中項) 

(2) ( )
2 2

a b a bx x a b x x+ +
 = − = −  =條件

 
 

【觀念二】等比中項 

(1) , ,a x b 成等比，x 稱 ,a b 等比中項 (幾何中項) 

(2) 2( )x bx ab x ab x ab
a x

 = ± =  =  = ±條件
 

 

【觀念三】調和中項 

(1) , ,a x b 成調和數列，即
1 1 1, ,
a x b

成等差 

x 稱為 ,a b 調和中項 

2(2)

1 1 1 2 2( 2 )

abx
a b

a b abx
a b x ab x a b

 =
+

++ = ⋅  =  =
+

∵

條件

 

 

 

  

等差、等比與調和中項 4

~30~



1. (能力指標：A ≥ G ≥ H ) 

,a b 為二正數，
2, ,

2
a b abA G ab H

a b
+= = =

+
 

(1) 證明 A G≥  (稱算幾不等式) 

(2) 證明G H≥  

(3) 利用圖形說明 

 B： (1) 
22 ( ) 0

2 2 2
a b a b ab a bA G ab+ + − −− = − = = ≥  

A G ≥  

      (2) 2 ( ) 2ab a b ab abG H ab
a b a b

+ −− = − =
+ +

 

2( 2 ) ( ) 0ab a b ab ab a b
a b a b
+ − −= = ≥

+ +  

G H ≥  

      (3)  
 
 
 
 
 
 

 

b a 
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【觀念一】群數列 

(1) 群數列是指數列以群體方式出現 

【觀念二】群數列問題處理 

(1) 觀察每一群體之出現規則 

(2) 觀察每一群體項數 
 

例 1. (能力指標：群數列) 

數列1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 3 , 4 , 4 , 4 , 4 , ，求 100S 。 

B： 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：群數列) 

數列
1 2 1 3 2 1 4 3 2 1, , , , , , , , , ,
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

，則
5

14
為第幾項？ 

 B： 
1 2 1 3 2 1 4 3 2 11 ( ) , ( , ) , ( , , ) , ( , , , )
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

° ，，，，，， 

52 : 5 14 19
14

5
14

° + =

∴ 落入第 群群第 項

 

 

  

群數列 5
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例 3. (能力指標：群數列應用) 

自然數由小到大排列，扣除 2 , 3 , 5群倍數， 得一數列 

1 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 , … ，求 24S =？ 

 B： 
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1. 將自然數1 , 2 , 3 , 4 , …用括號分組如下 (第 k 組有 k 個數)： 

           (1) , (2 , 3) , (4 , 5 , 6) , (7 , 8 , 9 , 10) , …　 。 

   先找出它群規律，再回答下列問題： 

   (1) 第 10 組 (第 10 個括號) 內群第一個數是多少？ 

   (2) 第 10 組內，全體自然數群總和是多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
2. 將等比數列1 , 2 , 4 , 8 , 16 , 32 , 64 , 分群為 (1) , (2 , 4) , (8 ,16 , 32) , (64 , )  

   使第 k 群有 k 個項，則第 n群群第一個數為何？第 n群群總和為何？ 

   說明： (1) 稱為第一群，第一群中只有一個項； 

         (2 , 4)稱為第二群，第二群中有二個項； 

         (8 , 16 , 32)稱為第三群，第三群中有三個項； 

         以此類推，第 k 群中有 k 個項。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. (1) 46  (2) 505    2. 
( 1)

22
n n−

；
( 1)

22 (2 1)
n n

n
−

⋅ −  

簡 答 
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1. 由級數總和推出一般項 

 

 (1)  一般項： 

        由級數 1 2 1

1 1 2 1

n n n

n n

S a a a a

S a a a

−

− −

= + + + +


= + + +
可推得數列一般項表達法： 

 

   
na




= 



。 

  

 (2)  重要步驟： 

         給定 nS 必先獨立處理首項 1a 。 

      求解一般項 na ，最後必須檢查 1n = 及 2n  是否可合併。 

 

2. 由特殊級數總和推出一般項 

  

(1)  由連乘積總和推出一般項： 

若 1 2 3 1n n nS a a a a a−=       ，則
1 1

1

( 2)n
n

n

S a

S
a n

S −

=



= 


。 

(2) 由平方總和推出一般項： 

    若 2 2 2 2

1 2 1n n nS a a a a−= + ++ + ，則
2

1 1

2

1 ( 2)n n n

S a

a S S n−

 =


= − 
。 

(3) 由加權總和推出一般項： 

    若 1 2 32 3 ( 1)( 2)n nS a a a na n n n= + + + + = + + ，則 1 1

1 ( 2)n n n

S a

na S S n−

=


= − 
。 

 

 

級數總和與數列一般項 DCAZ 6
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例 1  

 

數列 na 前 n項總和為 2 3 1nS n n= + + ，求一般項 na 。 

 

解 1° 1 1 5a S= =  

    2°  1n n na S S −= −  

          ( ) ( )
22( 3 1) 1 3 1 1 2 2 ( )n n n n n n = + + − − + − + = + 

 
 

    3° 由 1°2°可知
, 1

, 2
n

n
a

n

=
= 


 

 

 

 

例 2  

 

數列 na 前 n項總和為 2 3nS n n= + ，求一般項 na 。 

 

解 1°  1 1 4a S= =  

    2°  1n n na S S −= −  

          ( ) ( )
22( 3 ) 1 3 1 2 2 ( )n n n n n n = + − − + − = + 

 
 

    3°  由 1°2°可知
, 1

, 2
n

n
a

n

=
= 


 

 

 

 

 

 

 [興大附中] 

 設數列 na 的前 n項總和為 2 1n + ，其中 n為正整數，求 1 2021a a+ 之值。 

 (1) 4040   (2) 4041   (3) 4042   (4) 4043    (5) 以上皆非。 

答：(4) 

SKPC 

NNFE 
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例 3  

 

設 1 2 32 3 ( 1)( 2)na a a na n n n+ + + + = + + ，試求 na 。 

 

解 1°  1n = 時，代入得 1 1 2 3 6a =   =  

 

 2°  1 2 3 12 3 ( 1) ( 1)( 2)n na a a n a na n n n−+ + + + − + = + +  

   1 2 3 1)   2 3 ( 1)          ( 1)( )( 1)na a a n a n n n−− + + + + − = − +  

3 ( 1)nna n n= +  
 

  3( 1),    2na n n = +     
 

 3°  由 1°2°可知 3( 1),na n= + n   

 

 

 [武陵高中] 

 設數列 na 中，對於所有的正整數 n， 1 2

1 2 32 3 3 ( )n

na a a na n n++ + ++ =  + ，則此數列 

 的一般項通式 _______na = 。 

答：3 (2 4)n n +  

  

XVWB 
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【觀念一】規則數列一般式 

          (1) 等差數列： na =  

          (2) 等比數列： na =  

 
【觀念二】 nS 理論 

          (1) 1 2n nS a a a= + + +  

          (2) 1 1a S=  

          (3) 1n n na S S −= −  (注意n有限制 ) 

 
【觀念三】遞迴關係 

          (1) 1 ( )n na a f n+ = +  (累加法遞迴) 

          (2) 1 ( )n na a f n+ = ⋅  (累乘法遞迴)  

          (3) 1
n

n n na a q a A B+ = +  = +p p  ( 1)p ≠  

  《說明》 1
1 11

np n n
n n n n n

a a qa pa q
p p p

−
− −° = + ⎯⎯⎯⎯→ = +左右右右  

          

2 1
2 1 2

3 2
3 2 3

1
1

2

n n
n n n

a a q
p p p
a a q
p p p

a a q
p p p

−
−

°  = +

 = +



 = +
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             上面 1n − 個式子相加得 

             

1
1 2 3

1 2
1

2
1

1

1
1

1

1
1

1

1

1 1 1( )

(1 )
(1 )(1 )

1
1

1

1 1

[ ]
1 (1 )

n
n n

n n
n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n
n

a a q
p p p p p

a a p q p p
p p pa a p q

p
pa a p q

p
q qpa a p

p p
aq qa p

p p p p
a A Bp

− −

−
−

−
−

−
−

= + + + +

 = + + + +

− + + +
 = + ⋅

−
−

 = + ⋅
−

 = + −
− −

 = + −
− −

 = +

 

 

 

【觀念四】階差理論 

          (1) 1 2 3 1n na a a a a−  

                

          (2) 1 1 2 1( )n na a b b b −= + + + + =  

 

 

 

 

 

 

 

  

1 2 1nb b b −
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例 1. (能力指標： nS 理論) 
2, 3 1nn S n n∈ = + + ，求 na 。 

 B： 1 11 5a S° = =  
2 2

12 ( 3 1) [ ( 1) 3( 1) 1] 2 2 ( )n n na S S n n n n n n−° = − = + + − − + − + = + ≥  

        
( 1)
( 2)n

n
a

n
=

∴ =  ≥
 

 
 
 
 
 

 
 
例 2. (能力指標： nS 理論) 

2, 3nn S n n∈ = + ，求 na 。 

 B： 1 11 4a S° = =  

      
2 2

12 ( 3 ) [( 1) 3( 1)] 2 2 ( )n n na S S n n n n n n−° = − = + − − + − = + ≥  

        
( 1)
( 2)n

n
a

n
=

∴ =  ≥
  二者可合而為一得 na =  
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例 3. (能力指標： nS 理論) 

1 2, 2 ( 1) ( 2)nn a a na n n n∈ + + + = + + ，求 na 。 

 B： 11 1 2 3 6a° = ⋅ ⋅ =  

1 2 1

1 2 1

2 ( 1) ( 1) ( 2)
2

2 ( 1) ( 1) ( 1)
n n

n

a a n a na n n n
a a n a n n n

−

−

+ + + − + = + +
°  + + + − = − +

 

         二式相減： ( 1) ( 2) ( 1) ( 1)nna n n n n n n= + + − − +  

                      3 ( 1)n n= +  

                 3 3 ( 2)na n n = + ≥  

     
6 ( 1)

3
3 3 ( 2)

3 3 ,

n

n

n
a

n n
a n n

=
° =  + ≥

= + ∈可可合而為一得

 

 
 
 
例 4. (能力指標： nS 理論) 

2

1 2 2 3 3 4

1 1 13 1nn S n n
a a a a a a

∈ = + + + + + =， ，求 ？ 

 B： 1 11 5a S° = =  
2 2

1

1 2 2 3 3 4

2 ( 3 1) [ ( 1) 3( 1) 1] 2 2 ( 2)
1 1 1 1 1 13

5 6 6 8 8 10
1 1 2 2[ ]

30 2 6 8 8 10
1 1 1 1[

30 2 6 8

n n na S S n n n n n n

a a a a a a

−° = − = + + − − + − + = + ≥

° + + + = + + +
× × ×

= + + +
× ×

= + − 1
8

+ 1
10

− ]

1 1 2 5 7
30 12 60 60

+

+= + = =
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例 5. (能力指標：累加遞迴) 

1 11, ( 1)n n na a a n a+= = + + ，求 ？ 

 B： 

2 1

3 2

1

(1 1)
(2 1)

[ ( 1) 1]n n

a a
a a

a a n−

= + +
 = + +


 = + − +

 

      將上面式子累加得 na =  

 
 
 
 
 
 
 
例 6. (能力指標：累乘遞迴) 

1 1
1, 1 , n n n

nn a a a a
n+
+∈ = = ⋅ ，求 ？ 

 B： 

2 1

3 2

1

2
1
3
2

1n n

a a

a a

na a
n−

 = ×

 = ×



 = × −

 

      將上面式子累乘得 na =  
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例 7. (能力指標：二項遞迴) 

1 11 , 2 1n n nn a a a a+∈ = = +， ，求 。  

 B：  
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例 8. (能力指標：河內塔問題) 

傳說在古老的印度，有一座神廟，據說它是宇宙的中心。神廟 

中放置了一塊上面插有三根長木釘的木板，在其中的一根木釘 

上，由上至下被放置了 64 片直徑由小至大的圓環型金屬片。 

古印度教的天神指示祂的僧侶們按可下規則將 64 片的金屬片移 

至三根木釘的其中一根上： 

 在每次的移動中，只能搬移一片金屬片； 

 過程中必須保持金屬片小的在上，大的在下。 

(1) 試找出其遞迴關係式。 

(2) 需搬動幾次，才可成功？ 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 B：  
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例 9. (能力指標：正多邊形陣列)  

用大小一樣的鋼珠可可排成正三角形、正方形與正五邊形陣列， 

其排列的規律如下圖所示： 

 正三角形陣列 正方形陣列 正五邊形陣列 

每邊 1 個鋼珠    

每邊 2 個鋼珠    

每邊 3 個鋼珠    

每邊 4 個鋼珠    

已知 m 個鋼珠恰好可可排成每邊 n 個鋼珠的正三角形陣列與正方形陣列各 

一個；且知若用這 m 個鋼珠去排成每邊 n 個鋼珠的正五邊形陣列時，就會 

多出 9 個鋼珠。則 ,n m= = 。 

 B：  
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例 10. (能力指標：階差) 

數列 1 , 2 , 5 , 10 , 17 , 26 ,na = ，求 na = ？ 

  B： 1°  本數列發現不是規則數列 

2°  1 , 2 , 5 , 10 , 17 , 26 , na  

          1 3 5 7 9  

          其第一階差為等差數列 

3°  1 (1 3 5 7 9na = + + + + + + + 第 1n − 項 )  

      1= +  
  

~46~



 

1. 設 1 2n nS a a a= + + + ，如果 25 3nS n n= + ，求 1 5,a a 的值及 
第 k 項 ka (表成 k )。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. 設一數列 na 其前 n 項總和恆為 2 2n n+ ，試證 na 為一等差數列。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 1 58 , 48 , 10 2ka a a k= = = −     2. 見詳解    

簡 答 

~47~



 

3. (91 學測試題) 

  一機器狗每一秒鐘前進或者後退一步，程式設計師讓機器狗可前進 3 步，然後

再後退 2 步的規律移動。如果將此機器狗放在數線的原點，面向正的方向，可

1 步的距離為 1 單位長。令 ( )P n 表示第 n 秒時機器狗所在位置的坐標，且

(0) 0P = 。那麼下列選項何者為真？ 

  (1) (3) 3P =   (2) (5) 1P =   (3) (10) 2P =  

(4) (101) 21P =   (5) (103) (104)P P<  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. (1)(2)(3)(4)  

簡 答 
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4. (99 學測試題) 

  設 1 2, , , ,ka a a… …為一實數數列，且對所有的正整數 n 滿足

1
( 1)

2n n
n na a+

+= − 。請問下列哪些選項是正確的？ 

  (1) 如果 1 1a = ，則 2 1a =  

  (2) 如果 1a 是整數，則此數列的每一項都是整數 

  (3) 如果 1a 是無理數，則此數列的每一項都是無理數 

  (4) 2 4 2na a a≤ ≤ ≤ ≤   (n 為正整數) 

  (5) 如果 ka 是奇數，則 2 4 2, , , ,k k k na a a+ + +… …都是奇數 (n 為正整數) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4. (2)(3)(4)  

簡 答 
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5. (104 學測試題) 

  每週右一時間點記錄某植物的成長高度，連續五週的數據為 

1 2 3 4 51 , 2 , 6 , 15 , 31a a a a a= = = = = 。 

請問此成長高度數列滿足下列選項中哪一個式子？ 

(1) 1 3 1 1, 2 , 3 , 4t ta a t+ = − =，   (2) ! 1 , 2 , 3 , 4 , 5ta t t= =，  

(3) 2
1 1 , 2 , 3 , 4t ta a t t+ = + =，   (4) 2 1 1, 2 , 3 , 4 , 5t

ta t= − =，  

(5) 1 1 1, 2 , 3 , 4t ta ta t+ = + =，  

 
 
 

 

 

 

 

 

 

6. (106學測試題) 

遞迴數列 na 滿足 1 ( 2)n na a f n−= + − ，其中 2n ≥ 且 ( )f x 為二次多項式。 

若 1 1a = , 2 2a = , 3 5a = , 4 12a = , 則 5a = 。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

5. (3)   6. 25 

簡 答 
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【觀念一】數學歸納法第一原理 (後繼原理) 

          已知 1 2, , , ,nP P P" "為一系列的命題 

          (1) 1P 檢驗成立 

          (2) 對任一自然數 k ，若 kP 成立，則 1kP + 亦成立， 

              則對任意自然數 n ， nP 都成立 

          (3) 概念圖示： 

 

                                  …… 

 

例 1. (能力指標：等式歸納) 

      證明： 2 2 2 2 2 ( 1) (2 1)1 2 3 4 ,
6

n n nn n+ ++ + + + + = ∈" `   

 C： 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   

數學歸納法 8
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例 2. (能力指標：等式歸納) 

      證明 2 2 2 2 21 2 3 4 (2 1) ( 1) (2 1) ,n n n n− + − + + + = + + ∈" `   

 C：1°  當 1n = 時，左式 =  

右式 =  

         ∴左式 =右式，原式成立 

     2°  設 ( )n k k= ∈` 時，原式成立 

         即 2 2 2 2 21 2 3 4 (2 1) ( 1)(2 1)k k k− + − + + + = + +"  

         當 1n k= + 時 

         左式 =  

 

 

 

 

     ∴根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原式恆成立。 

例 3. (能力指標：等式歸納) 

      證明
( 1) ( 2)1 2( 1) 3( 2) ( 1) 2 1 ,

6
n n nn n n n n + +⋅ + − + − + + − + ⋅ ="   

      n ∈`。 

 C： 1°  當 1n = 時，左式 =  

                   右式 =  

         ∴左式 =右式，原式成立 

      2°  設 ( )n k k= ∈` 時，原式成立 

         即
( 1) ( 2)1 2( 1) 3( 2) ( 1)2 1

6
k k kk k k k k + +⋅ + − + − + + − + ⋅ ="  

         當 1n k= + 時，左式 =  

 

 

 

 

     ∴根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原式恆成立。 
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例 4. (能力指標：預測歸納) 

對所有自然數 n ， 2 1 23 2n n+ ++ 是某一個質數 p 的倍數， 

試求出 p 並用數學歸納法證明之。 

 C： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∴根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原預測恆成立。 

 
例 5. (能力指標：敘述歸納) 

      證明 8 1 42 2n n+ − 的個位數字恆為 6 ( )n ∈`  

 C： 1°  當 1n = 時，原式 =  

 

 

 

 

     2°  設 ( )n k k= ∈` 時，原敘述成立 

即 8 1 42 2 10 6 ( )k k t t+ − = + ∈`  

當 1n k= + 時，原式 =  

 

 

 

 

     ∴根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原敘述恆成立。 
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例 6. (能力指標：遞迴預測歸納) 

      1 1 11 , ,n na a a a n+= = + + ∈" `   

      (1) 請預測 na 項 (用 n 表示) 

      (2) 利用數學歸納法證明預測結果是否正確？ 

 B： 
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例 7. (能力指標：遞迴預測歸納) 

      na 定義如下：
1

1

0
1 ( )
3

n
n

n

a
aa n
a+

=
 + = ∈ −

`
  

      (1) 寫出前 5 項值 

      (2) 歸納 na 結果 (用 n 表示) 

      (3) 利用數學歸納法證明歸納結果是否正確？ 

 B： 
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1. 數列 na 滿足： 1 1
22 , 5 ( )
3n na a a n+= = + ∈` ，令 1n n na a a+′ = − ， 

   (1) 試證 na′ 是以
2
3

為公比的等比數列。 

   (2) 求 na 。 (用 n 表示) 

 
 
 
 
2. 證明 ( 1) ( 2) ( 3) (2 ) 2 1 3 5 (2 1) ,nn n n n n n+ + + = ⋅ ⋅ ⋅ − ∈" " `  

 
 
 
 
3. 給了一個遞迴數列 1 1: 2 , 2 ( )n n na a a a n+= = + ∈` 。試寫出 2 3 4, ,a a a 。 

 
 
 
 
4. 設一數列 na 的首項 1 1a = ，且滿足關係式 1 0n na a ++ = ，試求此數列之一般項

na 。 

 
 
 
 

1. (1) 見詳解  (2) 1215 13( )
3

n−−   2. 見詳解  

3. 2 32 2 , 2 2 2 ,a a= + = + +  4 2 2 2 2a = + + +    4. 1( 1)n−−  

簡 答 
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5. 一數列 na 定義如下： 1 1
12 , 2 ,n

n

a a n
a+= = − ∈`。試寫出一般項 na  (以 n 的

式子表示) ，並檢驗你的答案。 
 
 
 
 
 
 
6. 試利用數學歸納法證明：對任意正整數 n ， 

   
1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 4 2 1 2 1 2n n n n n n

− + − + + − = + + +
− + + +

" "  

 
 
 
 
 
 

7. 求
1 1 1

1 2 3 2 3 4 ( 1) ( 2)n n n
+ + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
" 之值並用數學歸納法證明之。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. 1
n

na
n
+= ，驗證見詳解    6. 見詳解    7. 1 1

4 2( 1) ( 2)n n
−

+ +
 

  

簡 答 
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8. 遞迴數列 na 中， 1 2 2 11 , 3 , 2 4 , 1n n na a a a a n+ += = − + = ≥ ， 

則此數列 na 的前五項依次是 。 

 
 
 
 
 
 
 
9. 設級數 1 2

1 2 2 ( 2 )n
na a a n n++ + + = ⋅ −" ，則 

   1 2 10, , ,a a a= = = na = 。 

 
 
 
 
 
 
 
10. 證明 210 3 4 5n n++ ⋅ + 恆為 9 的倍數 ( )n∈` 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. 1 , 3 , 9 , 19 , 33     9. 24 , 4 , 99328 , 2 ( 3)n n− −     10. 見詳解 

簡 答 
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1. (能力指標：敘述歸納) 

    n∀ ∈`，證明
3 2

3 2 6
n n n+ + ∈`恆成立。 

 C：1°  當 1n = 時，原式
1 1 1 1
3 2 6

= + + = ∈`   ∴原敘述成立 

2°  設 ( )n k k= ∈` 時，原敘述成立 

即
3 2

( )
3 2 6
k k k p p+ + = ∈`  

當 1n k= + 時，原式
3 2( 1) ( 1) ( 1)

3 2 6
k k k+ + += + +  

=  

 

 

 

 

 

     ∴ 根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原敘述恆成立。 
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2. (能力指標：命題歸納) 
試依序回答下列各問題： 
(1) 試找出三個相異自然數 1 2 3, ,a a a ，使得 1 2 3, ,a a a 都是 

1 2 3a a a+ + 之因數。(不必計算過程) 
(2) 承上一小題，再找一個相異自然數 4a ，使得這四個數均為它們的和 

1 2 3 4a a a a+ + + 之因數。 (不必計算過程) 
(3) 利用數學歸納法，證明：若 , 3n n∈ ≥` ，則恆可找到 n 個相異自然數 

1 2 3, , , , na a a a… ，使得 1 2 3, , , , na a a a… 這 n 個相異自然數都是它 
們的和 1 2 3 na a a a+ + + +… 之因數。 

 B： (1) 取 1 2 31 , 2 , 3a a a= = = ，則 1 2 3 6a a a+ + =  
         則 1 2 3, ,a a a 均為 1 2 3a a a+ + 之因數。 
      (2) 再取 4 6a = ，則 1 2 3 4 12a a a a+ + + =  
         則 1 2 3 4, , ,a a a a 均為 1 2 3 4a a a a+ + + 之因數。 
      (3) 1 3n° =當 時， 
            取 1 2 31 , 2 , 3a a a= = = ，則 1 2 3 6a a a+ + =  
            則 1 2 3, ,a a a 均為 1 2 3a a a+ + 之因數，故 3n = 時原命題成立。 
         2° 設 ( , 3)n k k k= ∈ ≥` 時原命題成立  
            即可找到 k 個相異自然數 1 2 3, , , , ka a a a… ，使得 
            1 2 3| ( 1 , 2 , 3 , , )i ka a a a a i k+ + + + =" "  
            現取 1 1 2 3k ka a a a a+ = + + + +"  
            則 1 2 3 1 1 1 12k k k k ka a a a a a a a+ + + ++ + + + + = + ="  
            1 1 1| ...k k ka a a a+ + + + + "" 
            1 1 1... 2( ... )k k ka a a a a++ + + = + +又  
            1 2 1 2| | 2( )i k i ka a a a a a a a+ + +  + + +∵ " "  
            1 2 1| ( 1, 2, , )i k ka a a a a i k+ + + + + =" " "" 
            由 知 1 2 3 1| ( 1, 2, , 1)i k ka a a a a a i k++ + + + + = +" "  
            1n k= +故對  原命題亦成立 
            根據以上數學歸納法， , 3n n∀ ∈ ≥` ，原命題恆成立 
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3. (能力指標：命題歸納) 
已知兩個正方形經過適當剪裁，可以拼成一個正方形， 

如下圖所示： 

 

 

 

 

 

 

試回答下列各問題： 

(1) 在已知任意兩個正方形經過適當剪裁，可以拼成一個正方形的前提下，

試以文字說明任意三個正方形也可以經適當裁剪，拼成一個正方形。(不
必畫出圖形) 

(2) 試以數學歸納法，證明：若 , 2n n∈ ≥` ，任意 n 個正方形均可經適當裁

剪，拼成一個正方形。(不必畫出圖形) 
 B： (1) 若任意三個正方形 1 2 3, ,a a a ，由 1 2,a a 經適當裁剪，可以拼成一個正 

          方形 1A ，再由 1 3A a和 亦可經適當裁剪，拼成一個正方形 2A 。 

      (2) 1 2n° =當 時  
            由已知：兩個正方形經適當裁剪，必可以拼成一個正方形， 
            故原命題成立 
         2°設 ( , 2)n k k k= ∈ ≥` 時，原命題成立  
            即任意 k 個正方形均可以經適度裁剪，拼成一正方形 
            當 1n k= + 時 
            令 1 2 3 1, , , , ,k ka a a a a +" 為 1k + 個正方形 

            由正方形 1 2 3, , , , ka a a a" 可拼成一正方形 kA  

            1k kA a +再由 與 必可拼成一正方形  
            1n k= +故對 時，原命題亦成立 
      根據以上數學歸納法， , 2n n∀ ∈ ≥` ，原命題恆成立 
  

兩正方形相同 兩正方形不同 

B    A 

C      D      E 
A 

C 

D 

E 

B 
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4. (能力指標：不等式歸納) 

   2 2 2
1 1 1 12
1 2

n
n n

∈ + + + ≤ −` "，證明   

 C： 2
1 11 1 1 2 1
1 1

n° = = = = − =當 時，左式 ，右式  

∴ ≤左式 右式，原式成立  

2°  設 ( )n k k= ∈`時 ，原式成立， 

          即 2 2 2
1 1 1 12
1 2 k k

+ + + ≤ −"  

          將上式左右同加上 2
1

( 1)k +
 

          得 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12
1 2 ( 1) ( 1)k k k k

+ + + + ≤ − +
+ +

"  

                                 

2

2

2

2

1 1 1 1(2 ) ( )
1 1 ( 1)

1 ( 1) ( 1)(2 ) ( )
1 ( 1)

1 1(2 )
1 ( 1)

12
1

k k k k
k k k k

k k k

k k k

k

= − + − +
+ + +

+ − + += − +
+ +

−= − +
+ +

≤ −
+

 

          故對於 1n k= + ，原式亦成立 

       根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原式恆成立 
  

~62~



5. (能力指標：不等式歸納) 

    
1 1 1 1
1 2 3

n n
n

∈ + + + + ≥` "，證明   

 C： 
11 1 1 1 1
1

n° = = = = =當 時，左式 ，右式  

        ∴ ≥左式 右式，原式成立  

     2° 設 ( )n k k= ∈`時 ，原式成立， 

        即 1 1 1 1
1 2 3

k
k

+ + + + ≥"  

        將上式左右同加
1

1k +
 

        得
1 1 1 1 1
1 2 3 1k k

+ + + + +
+

"  

          
2

1
1

11 ( 1)
1

1
1

1

k
k

k k k
k

k k kk
k

k

≥ +
+

= + + + − +
+

+ −= + +
+

≥ +
1故對 ，原式亦成立n = k +

 

      根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原式恆成立 
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6. (能力指標：不等式歸納) 

    
24 2nn n n∀ ∈ ≥ ≥，̀ ，證明   

 C： 
41 4 2 16n° = = =當 時，左式  
24 16= =右式  

∴ ≥左式 右式，原式成立  

2° 設 ( , )n k k= ∈ 4` ，原式成立，k ≥ 即 22k k≥  

將上式左右同乘 2 
1 2 2 2

2 2

2 2

2 2
4 2 2
2 1 ( 1)

k k k k
k k k k k
k k k

+ ≥ = +
≥ + = + +
≥ + + = +

1

得

故對 ，原式亦成立n = k +

 

根據以上數學歸納法， , 4n n∀ ∈ ≥` ，原式恆成立 

 

7. (能力指標：畢氏歸納) 

   2 5 3 4n n nn n > > +設 為自然數，且 ，試證   

 C： 
31 3 5 125n° = = =當 時，左式  

                  

3 33 4 91= + =右式  

        ∴ >左式 右式，原式成立  

     2° 設 ( , )n k k= ∈ 3` 時，原式成立，k ≥  

        即5 3 4k k k> +  

        將上式左右同乘 5 

        

1

1

1 1 1

5 5 3 5 4
5 3 3 4 4
5 3 4

k k k

k k k

k k k

+

+

+ + +

> × + ×
 > +
 > +

1

得

． ．

故對 ，原式亦成立n = k +

 

     根據以上數學歸納法， , 2n n∀ ∈ >` ，原式恆成立 
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8. (能力指標：畢氏歸納) 

    , ,a b c c設 為直角三角形之三三長，其中 表斜三長， 
    3n n ≥若 為自然數且 n n na b c+ <恆有 ，試證之。 
 C： 

3 3 2 21 3n a b a a b b° = = + = +當 時，左式 ． ．  

                      

2 2 2 2 2

3

( )c a c b c a b c c
c

< + = + =
= =
∴

． ． ．

右式

原式成立

 

     2° 設 ( , )n k k= ∈ 3` 時，原式成立，k ≥  

        即 k k ka b c+ <  

        將上式左右同乘 c 

        

1

1 1

k k k

k k

k k

c ca cb
a a b b
a b

+

+ +

> +
> +
= +

1

得

． ．

故對 ，原式亦成立n = k +

 

     根據以上數學歸納法， , 3n n∀ ∈ ≥` ，原式恆成立 
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【觀念】數學歸納法第二原理 (費氏原理)  

        (1) 1 2,P P 檢驗成立 

        (2) 對任二個自然數 , 1k k + ，若 1,k kP P + 成立則 2kP + 亦成立 

            則對任意自然數 , nn P 都成立 

        (3) 概念圖示： 
 
 
 
 
 
 
 

        (4) 使用時機： n nA B±專專處處 的型式 

9. (能力指標：費氏歸納) 

    (3 5) (3 5) 2n n nn∀ ∈ + + −，̀證明 恒為 的倍數   

 C： 3 5, 3 5 6 , 4α β α β αβ= + = −  + = =令  

      1 1 6 2 3 2 |n α β α β° = + = = ×  +1 1 1當 時，  

         
2 2 2 2 2

2
( ) 2 6 2 4 28 2 7

2 |

n
α β α β αβ

α β

=
+ = + − = − × = = ×

 +2 2 2

當 時，

 

         ∴原敘述均成立  

      2° 設 , 1 ( )n k k k= + ∈`，原敘述均成立  

         即 2 , 2 ( , )t s s tα β α β+ = ⋅ + = ⋅ ∈`k k k k+1 k+1 k+1  

         2n k= +當 時  

         

2 2 1 1

1

2

( )( ) ( )
6 (2 ) 4(2 )
2 (3 )

2 |

k k k k k k

k k

k

t s
t s

α β α β α β αβ α β

α β

+ + + +

+

+

+ = + + − +
= × ⋅ − ⋅
= −

∴ + ，原敘述亦成立k+2 k+2 k+2

 

      根據以上數學歸納法， n∀ ∈`，原命題恆成立 

 

1 

2 

3 

4 

5 
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【觀念一】等差級數公式 

(1) 等差級數公式
[ ]11 2 ( 1)( )

2 2
n

n

a n d na a nS
+ −+= =  

  《說明》 1 2

1 1

n n

n n n

S a a a
S a a a−

= + + +
 = + + +

" ""

" "




 

          

1 2 1 1

1 1 1

1

1

1 1 1

2 ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) ( )

2 ( )
( )

2
[ ( 1) ] [ 2 ( 1) ]

2 2

n n n n

n n n n

n

n n

n
n

n

S a a a a a a
S a a a a a a

S a a n
a a nS

a a n d n a n d nS

−+  = + + + + + +
 = + + + + + +

 = +
+

 =

+ + − + −
 = =

"
"�������	������


組

 

 

【觀念二】等差級數性質 
(1) 2 3 2, , ,n n n n nS S S S S− − "成等差數列  

  《說明》 11 [ 2 ( 1) ]
2n
nS a n d° = + −  

          

2 1 1

1 1

1

22 [ 2 (2 1) ] [ 2 ( 1) ]
2 2

[ 4 (4 2) ] [ 2 ( 1) ]
2 2

[ 2 (3 1) ]
2

n n
n nS S a n d a n d

n na n d a n d

na n d

° − = + − − + −

= + − − + −

= + −

 

          
3 2 1 1

1

3 23 [ 2 (3 1) ] [ 2 (2 1) ]
2 2

[ 2 (5 1) ]
2

n n
n nS S a n d a n d

na n d

° − = + − − + −

= + −
 

          4°  由以上可知 3 2 2( ) 2 ( )n n n n nS S S S S+ − = −  

                          2 3 2, ,n n n n nS S S S S∴ − − 成等差數列 
 
 

  

等差級數與等比級數 9

~68~



 

  《推廣》(1) 2 3 2 4 3, , , ,n n n n n n nS S S S S S S− − − " 成等差 

(2) 公差為 2n d   

【觀念三】等比級數公式 

(1) 等比級數公式

1

1 1

, 1
(1 ) ( 1) , 1
1 1

n n
n

na r
S a r a r r

r r

=
= − − = ≠ − −

 

  《說明》 1 2 1 1 1 11 1 n n

n

r S a a a a a a na° = = + + + = + + + =" ""���	��

個

時，  

          2°  1r ≠ 時 

              

2 1
1 1 1 1

2 1
1 1 1 1

n
n

n n
n

S a a r a r a r
rS a r a r a r a r

−

−

= + + + +

= + + + +

"" """"

"" "




 

              1 1 1(1 ) (1 )n n
nr S a a r a r− − = − = −得   

              
1 1(1 ) ( 1)
1 1

n n

n
a r a rS

r r
− −∴ = =
− −

 

 

【觀念四】等比級數性質 

(1) 2 3 2, , ,n n n n nS S S S S− − "成等比數列 ( 0)nS ≠   

  《說明》 1(1 )1
1

n

n
a rS

r
−° =
−

 

          

2
1 1 1

2

3 2 2
1 1 1

3 2

(1 ) (1 ) (1 )2
1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )3
1 1 1

n n n n

n n

n n n n

n n

a r a r a r rS S
r r r

a r a r a r rS S
r r r

− − −° − = − =
− − −

− − −° − = − =
− − −

 

          4° 由以上知 ( ) ( )2
3 2 2n n n n nS S S S S− = −  

              2 3 2, ,n n n n nS S S S S∴ − − 成等比數列 

  《推廣》(1) 2 3 2 4 3, , , ,n n n n n n nS S S S S S S− − − " 成等比數列 

(2) 公比為 nr  
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【觀念五】等差 nS 內插法 

          (1) 

1

1

[2 ( 1) ]
2

[2 ( 1) ]
2

m

n

a m d mS

a n d nS

+ − =
 + − =


 

              

1

1

( 1)
2

( 1)
2

( )
2 2

m

n

m n

m n

S da m
m
S da n
n

S S
S S d d m nm n
m n m n

 = + − 
 = + −


−
 − = −  =

−

 

          (2) 內插法 

 

 

             

m n t mS S S S
m n t m
m n t m

− −
 =

− −
 

【觀念六】本利和 

(1) 單利本利和 (1+ )= × ×本金 期數 期利利  

《說明》單利計息 

本金 10000= 元，年利利
2

100
= ，三年後本利和 =  

 

(2) 複利本利和 (1+ )= × 期數本金 期利利  

《說明》複利計息 

本金 10000= 元，年利利
2

100
= ，三年後本利和 =  
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例 1. (能力指標：等差級數性質) 

      na 成等差數列，已知 212 , 48n nS S= = ，求 3nS = 。 

 B： 2 3 2, ,n n n n nS S S S S− −∵ 成等差數列 AP 
      ∴ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：等差級數應用)  

設凸多邊形，其各內角之度量成等差數列，若公差為4° ， 

最大內角172° ，則此多邊形之邊數為 。 

 B： 1°  令 1 172 , 4a = ° = − °d ，多邊形邊數為 n  

      2°  多邊形內角總和 ( 2)180 [ 2 172 ( 1) ( 4 ) ]
2
nn n= − ° = × ° + − − °  

          
 
          
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例 3. (能力指標：等比級數性質) 

      na 成正項等比數列，若 10 3048 , 63S S= = ，求 20S = 。 

 B： 2 3 2, ,n n n n nS S S S S− − 成等比數列 

      10 20 10 30 20, ,S S S S S − − 成等比數列，令 20S x= ，代入 

      48 , 48 , 63x x − − 成等比數列 

      
2 2( 48) 48 (63 ) 48 720 0x x x x − = ⋅ −  − − =  

      20( 60) ( 12) 0 60x x S x − + =  = = 或 12−  (不合) 

      故 20 60S =  
 

 

 

例 4. (能力指標：等差 nS 內插法) 

      (1) na 成等差，已知 , ( )n mS m S n m n= = ≠ 求 m nS + = ？ 

      (2) na 成等差， 10 1755 , 153S S= = ，求 30S = ？ 

      (3) na 成等差， 210 , 30n nS S= = ，求 3nS = ？ 

 B： 
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例 5. (能力指標：等比級數) 

等比級數
3 3 5( 3 1) (2 3)

2
n−− + − + + + =" 第 項 ？ 

 B： 
2 3 3 1 3 11

23 1 3 1
r − + −° = × =

− +
 

 
2 nS° =  

 
 
 
 
 
 
 
 

A：
2 3 3 1[1 ( ) ]

3 2
n−−  

例 6. (能力指標：等比級數) 

      
1 1 1 1 1 1 30
2 4 16 32 128 256

− − + − − + − − + + =1 11
8 64

" 第 項 ？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A： 102 1[1 ( ) ]
7 8

−  
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例 7. (能力指標：複利) 

      李君到郵局開了一個零存整付的戶頭，約定於每年年初存入 

      10 萬元，以年利利 10%複利計算，試問滿 10 年後，李君所得 

      的本利和共有多少錢？( 101.1 2.59= ) 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 8. (能力指標：並排解法)  

      (1) 9 99 999+ + + +" 第 n 項 = ？ 

      (2) 5 55 555+ + + +" 第 n 項 = ？ 

 B： 
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例 9. (能力指標：並排解法)  

      (1) 0.9 0.99 0.999+ + + +" 第 n 項 = ？ 

      (2) 0.7 0.77 0.777+ + + +" 第 n 項 = ？ 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例 10. (能力指標：並排解法) 

       0. 0.077 0.00777+ + + +7 " 第 n 項。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A：
700 70 1[ (0.1) (0.01) ]
891 81 11

n n− −
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例 11. (能力指標：非並排解法)  

       0.77 0.0707 0.007007+ + + +"" 第 n 項。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A：
28 7 7(0.1) (0.01)
33 9 99

n n− −  
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1. 有一凸 n 邊形，其內角度量成一等差數列，公差是 5°， 

最小角是 120°，試求 n。 
 
 
 
 
 
 
2. 某甲參加郵政儲金，月利利 0.8%，單利計算。他從民國 88 年 10 月 1 日起，

每月月初存入 1000 元，以後繼續不斷，直到民國 90 年年底為止，結算後的本

利和應為多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
3. 一等差數列，前 n 項之和 nS 為 m，前 m 項之和 mS 為 n( ,m n 是自然數，m n≠ )，

則前 m n+ 項之和 m nS + 為何？(以 ,m n 表示之) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 9    2. 30024    3. ( )m n− +       

簡 答 
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4. 有一等比數列 na ，前 n 項的和為 nS ，如果 224 , 30n nS S= = ，求 3nS 的值。 

 
 
 
 
 
 
5. 設一等比數列的第 4 項是 6，第 6 項是 24，而公比是正數，試求這等比數列

的前 8 項的總和。 
 
 
 
 
 
 
6. 設 ,a b 為實數，n 為正整數，試求 1 1n n n na a b ab b− −+ + + +" 之和。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 63
2

   5. 765
4

   6. 和
1 1

, 0

( 1) ,

,

n

n

n n

b a

n a a b
a b a b

a b

+ +

 =
= + =
 − ≠
 −

     

簡 答 
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7. 求出下列等比級數的和： 

   (1) 2 34 4 4 4( ) ( ) ( )
5 5 5 5

n+ + + +"        (2) 12 4 8 16 2( 1) ( )
3 9 27 81 3

n n−− + − + + − ⋅"  

 
 
 
 
 
 
 
8. 試求下列級數的和： 0.22 0.0202 0.002002 0.00020002 na+ + + + +"  

  【提示】每一項化成”兩個分數之和”，如
2 20.0202

100 10000
= +  

 
 
 
 
 
 

9. 求等比級數
1 1 1 1 11
2 4 8 512 1024

− + − + − +" 的和。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (1) 44 4( )
5

n−   (2) 2 2 2( )
5 5 3

n−−   8. 8 2 1 2 1( ) ( )
33 9 10 99 100

n n− −    9. 683
1024

 

簡 答 
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10. 求級數 0.55 0.0505 0.005005 0.00050005 na+ + + + +" 之和？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
11. 求級數 0.32 0.0302 0.003002 0.00030002 na+ + + + +" 之和？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. 20 5 1 5 1( ) ( )
33 9 10 99 100

n n− −    11. 35 1 1 2 1( ) ( )
99 3 10 99 100

n n− −   

簡 答 
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12. (91 學測試題) 

   某人存入銀行 10000 元，言明年利利 4%，以半年複利計息，滿一年本利和為

Q 元。則Q = 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. (93 學測試題) 

   已知一等差數列共有十項，且知其奇數項之和為 15，偶數項之和為 30，則下

列哪一選項為此數列之公差？ 
   (1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 4   (5) 5 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
12. 10404   13. (3)  

簡 答 
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14. (95 學測試題) 

   用黑、白兩種顏色的正方形地磚依照如下的規律拼成若干圖形： 
 
 
 
   拼第 95 個圖需用到 塊白色地磚。 

 

 
 
 
 
 
 
 
15. (96 學測試題) 

   某巨蛋球場 E 區共有 25 排座位，此區每一排都比其前一排多 2 個座位。小明

坐在正中間那一排(即第 13 排)，發現此排共有 64 個座位，則此球場 E 區共

有 個座位。 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

14. 478   15. 1600  

簡 答 

第 1 圖       第 2 圖           第 3 圖 
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16. (98 學測試題) 

   數列 1 102 , , 2 , , 20ka a k a+ + +… … 共有十項，且其和為 240，則

1 10ka a a+ + + +" " 之值為 

   (1) 31  (2) 120  (3) 130  (4) 185  (5) 218 
 

 
 
 
 
 
 
 
17. (101 學測試題) 

   將邊長為 1 公分的正立方體堆疊成一階梯形立體， 

如下圖所示，其中第 1 層（最下層）有 10 塊， 

第 2 層有 9 塊， ，依此類推。當堆疊完 10 層時， 

該階梯形立體的表面積（即該立體的前、後、上、 

下、左、右各表面的面積總和）為多少？ 

(1) 75 平方公分   (2) 90 平方公分 

(3) 110 平方公分   (4) 130 平方公分 

(5) 150 平方公分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
16. (3)   17. (5)   

i i i

簡 答 

~83~



 

18. (104 學測試題) 

  第 1 天獲得 1 元、第 2 天獲得 2 元、第 3 天獲得 4 元、第 4 天獲得 8 元、 

依此每天所獲得的錢為前一天的兩倍，如此進行到第 30 天，試問這 30 天 

所獲得的錢，總數最接近下列哪一個選項？ 

(1) 10,000 元   (2) 1,000,000 元   (3) 100,000,000 元 

(4) 1,000,000,000 元  (5) 1,000,000,000,000 元 
 
 

 
 
 
 
 
 
19. (104學測試題) 

小華準備向銀行貸款3百萬元當做創業基金，其年利率爲3%，約定三年期滿

一次還清貸款的本利和。銀行貸款一般以複利（每年複利一次）計息還款，

但給小華創業優惠改以單利計息還款。試問在此優惠下，小華在三年期滿還

款時可以比一般複利計息少繳 元。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. (4)   19. 8181 
  

簡 答 
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1. (能力指標：差比級數)  

2 32 2 2 2n+ + + + =1 2 3
"

n
？ 

 B： 

2 3

2 3 1

1 1 1 11 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1 11 ( ) 2 ( ) ( 1)( ) ( )
2 2 2 2 2

n

n n

S n

S n n +

 = ⋅ + ⋅ + ⋅ + +

 = ⋅ + ⋅ + + − +


" """""

" "





 

      − 得 2 11 1 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

n nS n += + + + − ⋅"  

           

1

1

1 1[1 ( ) ]1 12 2 ( )12 21
2
1 12{[1 ( ) ] ( ) }
2 2
1 12 2 ( ) ( )
2 2

12 ( 2) ( )
2

n

n

n n

n n

n

S n

S n

S n

S n

+

+

−
 = − ⋅

−

 = − − ⋅

 = − ⋅ − ⋅

 = − +

 

  

~85~



 

1. 2 11 1 11 2( ) 3( ) ( )
2 2 2

nS n −= + + + +" ，n 為自然數，試求 S 之值。 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. 求級數 2 3
1 3 5 2 1
2 2 2 2n

n −+ + + +" 之和？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 114 ( 2)( )
2

nn −− +    2. 21 2 13 ( )
2 2

n
n

n− −− −  

簡 答 
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1. 利率概念 

 

 (1) 單利與複利： 

若將本金 A 元存入銀行，期利率為 r，經 n 期過後： 
  

      如以單利計算，n 期過後可得本利和 (1 )A nr+ 元。 
  

      如以複利計算，且每期複利一次，n 期過後可得本利和 (1 )nA r+ 元。 

 

 【說例 1】 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為12%，每年複利一次，5 年過後可得本利和 

為__________________________元。 

 

 

 

 【說例 2】 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為12%。以單利計算，5 年過後可得本利和 

為__________________________元。 

 

 

 (2) 利率的分割： 

若將本金 A 元存入銀行，年利率為12%，每期以複利計息，n 年過後： 
  

      若每年為一期，則 n 年過後可得本利和_________________元。 

  

      若每半年為一期，則 n 年過後可得本利和_________________元。 

  

      若每季為一期，則 n 年過後可得本利和_________________元。 

 

 

 

利率問題 10
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2. 存款與貸款 

 

 (1) 定期存款： 

若銀行存款每期複利一次，期利率為 r。且假設在第 1, 2, 3, , 1,n n− 期初 

分別存入本金 1 2 3, , ,A A A 1, ,n nA A− 元，則 n 期過後，本利和為： 

             1

1 2
(1 ) (1 ) (1 )

n n

n
A r A r A r 元。 [視為每筆金額分開複利] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2) 分期還款： 

我們先考慮一個情形：小立向銀行貸款 A 元，約定分 3 期還清，且每期固定還款 

x 元。假設銀行定期利率為 r ，且每期複利一次。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 在第三期結束還清款項可得 3 2
(1 ) (1 ) (1 ) 0A r x r x r x   

即 3 2
(1 ) (1 ) (1 )A r x r x r x . 

第一期 

第二期 

 

 

 

 

 

第三期 

 

尚欠 還款 

 

 

 

 

第一期 

第二期 

第三期 
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我們可以推廣至： 

若某人向銀行借款 A 元，約定分 n 期還清，每期固定還 x 元。假設銀行定期 

利率為 r ，每期複利一次，則： 
  

1 2 3
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

n n n n
A r x r x r x r x r x  

     [視為借款本利和等於還款本利和] 

 

【說明】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

想像自己在甲戶頭存了一筆錢 A，

n 期之後領回本利和。 

 
 

 

 
 

 

 
 

想像自己在乙戶頭每一期期初都存了一筆錢 x， 

n 期之後領回本利和。 

必須和甲戶頭的本利和相等，才算還款追平。 
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例 1 單筆存款的單利與複利之比較 104 學測 

 

小華準備向銀行貸款 3 百萬元當做創業基金，其年利率爲 3%，約定三年期滿一次還清 

貸款的本利和。銀行貸款一般以複利（每年複利一次）計息還款，但給小華創業優惠 

改以單利計息還款。試問在此優惠下，小華在三年期滿還款時可以比一般複利計息少繳 

___________元。 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [興大附中] 

錢老闆急用錢，打算向銀行借 10 萬元並在三個月後還清，他向銀行詢問利息的算法， 

銀行提出四個方案如下： 

甲：月利率 2       % ，每個月複利一次 

乙：月利率 2       % ，每半個月複利一次 

丙：第一個月利率為 1       % ，第二個月為 2       % ，第三個月為 3       % ，每個月複利計息 

丁：第一個月利率為 3 % ，第二個月為 2       % ，第三個月為 1       % ，每個月複利計息 

這四個方案以哪一個對錢老闆最不利，及所攤還的本利和為最多 

(1) 甲方案 (2) 乙方案 (3) 丙方案 (4) 丁方案 (5) 四個方案的本利和都一樣 

                                                      答：(2) 

 

 [高雄中學] 

宇朋向銀行貸款 2 百萬當作創業基金，其年利率為 r %，約定二年期滿一次還清貸款 

的本利和。銀行貸款一般以複利 (每年複利一次) 計息還款，但給宇朋創業優惠改以單 

利計息還款。試問在此優惠下，宇朋在二年期滿還款時可以比一般複利計息少繳 1800 

元，試求 r % = _________ %。 

                                                   答：3 
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例 2 定期存款的本利和 

 

李君到郵局開了一個零存整付的戶頭，約定於每年年初存入 10 萬元，以年利率 10%複 

利計算，試問滿 10 年後，李君所得的本利和共有多少錢？( 101.1 2.59= ) 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [建國中學] 

小建為了置產，打算從今年開始參加銀行零存整付的優惠存款專案，其辦法規定：每年 

為一期，每一期的第一天存款 10 萬元，按年利息 1% 計算，每年複利計息一次，十年 

期滿。若期滿時小建總共可領回 x 元，請選出 x 的範圍。  

(已知 9 10 111.01 1.0937,1.01 1.1046,1.01 1.1156   )  

(A) 1051500 x 1053500   (B) 1053500 x 1055500   (C) 1055500 x 1057500 

(D) 1057500 x 1059500   (E) 1059500 x 1061500 。 

                                                   答：(C) 

 

 [嘉義高中] 

阿文剛出社會，決定每個月存錢做為買房基金，規劃如下：每個月初存 2 萬元，存 20 

年。現銀行推出的利率優惠為月利率為 0.1%，每個月複利計息。若 20 年間此利率不 

變，20 年後期滿阿文的本利和為_________萬元。(無條件捨去至萬元)，請利用近似值 

2411.001 1.272= 計算。 

                                                   答：542 

 

 [文華高中] 

小文於每年年初固定存入 10 萬元，投入每年年利率 1%的定存，而小華也於每年年初固 

定投入 10 萬元，但他找到每年年利率 2%的銀行來參加定存，假設兩人都在前述條件不 

變的情況下持續進行，試問 20 年後小華的本利和比小文的本利和多百分之_________。 

(請四捨五入到整數位) (
20 201.01 1.22,1.02 1.49  ) 

                                                   答：12 

XGZN 
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例 3 分期還款  

 

菲菲打算在明年 1 月初向銀行貸款 500 萬元買房子，該銀行採用「本息平均攤還法」還 

款，其計算方式為：每月複利計息一次，將貸款期間內全部貸款之本金與利息平均分攤 

於每一期中償付，使每期繳納相同的金額；且銀行願意貸款給民眾的房貸金額 (本金)  

是以每月的房貸支出 (即每月所還之支利和) 不超過月收入的
1

3
為原則。若該銀行貸款的 

年利率為 2.4% ，每月複利計息一次，每月月底還一次本息，25 年後還清，則菲菲的月 

收入至少要_________萬元才可貸款。 

(答案請取整數至萬元，已知 25 3001.002 1.05,1.002 1.82  ；月利率 = 年利率 12 ) 

 

解  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [興大附中] 

 小延年初向銀行借款10000元，每年計算複利一次，預定兩年還清。若小延第一年年底 

 還了5200元，第二年年底還了5253元後還清，則此次借款的年利率為       %。 

                                                   答：3 

 

 [衛道中學] 

阿甘向銀行借錢 12000 元，約定以年利率 a       %  計 息(以複利計算)，一年後還 5800 元， 

再一年後又還 9200 元，恰將本利還清，則 _______a = 。 

                                                   答：15 
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【觀念一】符號介紹 

          (1)  讀做 sigma 

          (2)  表連加的意義：讀做 summation 

          (3) 2 3 18a a a a S+ + + + = = 181  

          (4) 2 3 70b b b b S+ + + + = = 701  

          (5) 2 n na a a S+ + + = = 1  

          (6) 1 2 nb b b+ + + + =   

          (7) 
8

1
t

=

=
k

 

          (8) 
5

1
(2 1)k

=

− =
k

 

          (9) 
1

1( )
3

k
∞

=

=
k

                    (僅需列出格式不用寫出答案) 

 

【觀念二】
1

n

k
k

a
=

=  

           (1) 項數 =                (2) 下限 =                   

           (3) 上限 =                (4) 變數是 

 

 

  

運算 11
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  《說例》將下列各級數用 表示：(不需求和) 

          (1) 1 4 2 5 3 6 4 7 5 8⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + (第 n 項) 

              =  
 
 
 

          (2) 
2 3 4 51 2 2 2 3 2 4 2 5 2

2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+ + + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(第 n 項) 

              =  

 
 
 
          (3) 1 2 ( 1) 3 ( 2) 4 ( 3) ( 1) 2 1n n n n n n⋅ + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + + − ⋅ + ⋅  

              =  

 
 
 

【觀念三】 1 2 1 2
1

( )
n

k n n
k

a c a c a c a c a a a
=

⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ = + + +c  

1

n

k
k

a
=

= c  

【觀念四】 1 1 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( )

n

k k n n
k

a b a b a b a b
=

= + + + + + + +  

1 2 1 2

1 1

( ) ( )n n
n n

k k
k k

a a a b b b

a b
= =

= + + + + + + +

= + 
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【觀念五】 1 1 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( )

n

k k n n
k

a b a b a b a b
=

= − + − + + − −  

                    

1 2 1 2

1 1

( ) ( )n n
n n

k k
k k

a a a b b b

a b
= =

= + + + − + + +

= − 
 

 

【觀念六】 1 1 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( )

n

k k n n
k

a b a b a b a b
=

= + + + ⋅  

                   1 2 1 2( )( )n na a a b b b≠ + + + + + +  

          
1 1 1
( )

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

∴ ⋅ ×  ≠  

 

【觀念七】 1 21 2

1 1 2 1 2

n
k n n

k k n n

a a a a aa a
b b b b b b b=

+ + += + + + ≠
+ + +  

          1

1

1

n

kn
k k

n
k k

k
k

a
a
b b

=

=

=

∴





≠  
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【觀念一】白努利級數公式 

 公式 1  1 2 3 n+ + + + =  

 《說明 1》圖解法 

 

 

 

 

 

 

 

( 1)2(1 2 ) ( 1) 1 2
2

n nn n n n ++ + + = +  + + + =   

 《說明 2》
1 2 ( 1)

( 1) 2 1
S n n
S n n

= + + + − +
 = + − + + +

 

( 1)2 ( 1)
2

n nS n n S +
 = +  =   

 公式 2  2 2 21 2 n+ + + =   

 《說明 1》圖解法 

 

 

 

 

 

 
 

 

  

級數常用公式 

n n
1n − 1n −

n

2n −

3 3 3

n n
1n − 1n −

n

2n −

2 2
1

… 
… 

… 

… 
… 

… 
… … … … … … … … 

 

 

1 2
2 3

3

3

2n − 1n − n

2n − 1n −
1n − n

n

n

1n − n
n

n 1n −
n 1n −

2n −

n

n 1n − 2n −

3 2
3 2

1

3

n 1n −
n

=
2 1n +

2 1n + 2 1n +
2 1n + 2 1n +

2 1n +

2 1n + 2 1n + 2 1n +

2 1n + 2 1n +
2 1n + 2 1n +

2 1n +

2 1n +

2 1n + 2 1n +
2 1n +

+ +

逆時針旋轉  逆時針旋轉  

12
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2 2 2

2 2 2 2

3(1 2 ) (1 2 )(2 1)
1 ( 1) 11 2 3 (2 1) ( 1)(2 1)
3 2 6

n n n
n nn n n n n

+ + + = + + + +
+

 + + + + = × + = + +
 

 《說明 2》代數法 
3 3 2( 1) 3 3 1x x x x+ = + + +  

          

3 3 2

3 3 2

3 3 2

1 2 1 3 1 3 1 1
2 3 2 3 2 3 2 1

( 1) 3 3 1

x
x

x n n n n n

 = = + + +


= = + + +


 = + = + + +

代代 ． ．

代代 ． ．

代代 ． ．

 

          將 n 式累加 3 2 2 ( 1)( 1) 1 3(1 ) 3
2

n nn n n+
 + = + + + + ⋅ +  

          2 2 2 ( 1)(2 1)1 2
6

n n nn + +∴ + + + =  

 
 公式 3  3 3 31 2 n+ + + =  

  《說明》代數法 

4 4 3 2( 1) 4 6 4 1x x x x x+ = + + + +  

          

4 3 3 2

4 4 3 2

4 4 3 2

1 2 1 4 1 6 1 4 1 1
2 3 2 4 2 6 2 4 2 1

( 1) 4 6 4 1

x
x

x n n n n n n

 = = + + + ⋅ +


= = + + + ⋅ +


 = + = + + + ⋅ +

代代 ． ．

代代 ． ．

代代 ． ．

 

          將 n 式累加 

          4 3 3 3 ( 1)(2 1) ( 1)( 1) 1 4(1 2 ) 6 4
6 2

n n n n nn n n+ + +
 + = + + + + + ⋅ + ⋅ +  

          
2 2

3 3 3 2( 1) ( 1)1 2 [ ]
4 2

n n n nn + +∴ + + + = =  
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【觀念二】連乘級數公式 

(1) 二連乘：1 2 2 3 ( 1)n n× + × + + + =   

 《說明》 1 (1 1) 2 (2 1) ( 1)S n n= × + + × + + + +  

2 2 2(1 2 ) (1 2 )
( 1)(2 1) ( 1)

6 2
( 1)(2 1 3)

6
( 1)( 2)

3

n n
n n n n n

n n n

n n n

= + + + + + +
+ + += +

+ + +=

+ +=

  

(2) 三連乘：1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n n n× × + × × + + + +  

( 1)( 2)( 3)
4

n n n n+ + +=  

 《說明》
1 1(1 2 3 4 0 1 2 3) (2 3 4 5 1 2 3 4)
4 4

S = × × × − × × × + × × × − × × ×  

1 [ ( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1)( 2)]
4

n n n n n n n n+ + + + + − − + +  

1{(1 2 3 4 0 1 2 3) (2 3 4 5 1 2 3 4)
4

[ ( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1)( 2)]}
1 [ ( 1)( 2)( 3) 0 1 2 3]
4
1 ( 1)( 2)( 3)
4

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

= × × × − × × × + × × × − × × ×

+ + + + + − − + +

= + + + − × × ×

= + + +

 

【觀念三】增減級數公式 

(1) 1 2( 1) 3( 2) ( 1) 2 1n n n n n× + − + − + + − × + × =  

 《說明》 1 (1 2) (1 2 3) (1 2 )S n= + + + + + + + + + +  

1 2 2 3 3 4 ( 1)
2 2 2 2

1 ( 1)( 2) ( 1)( 2)
2 3 6

n n

n n n n n n

× × × += + + + +

+ + + += × =
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例 1. (能力指標：白努利應用)  
請計算級數1 6 2 7 ( 1)( 4) ( 5)n n n n⋅ + ⋅ + + − + + + 的和。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：白努利應用)  

求級數 2 2 2 21 2 2 3 3 4 ( 1)n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + + 之和 =？ 

 B： 
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例 3. (能力指標：增減級數)  

求級數1 (1 2) (1 2 3) (1 2 3 99)+ + + + + + + + + + + 之和 =？ 
 B： 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 4. (能力指標：白努利應用)  

求級數1 (3 1) 3 (3 4) 5 (3 7) (2 1) 2n n n n⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + + − ⋅ 之和 =？ 
 B： 
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1. 求級數1 3 2 4 3 5 ( 2)n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + + 之和 =？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. 求級數1 30 2 29 3 28 28 3 29 2 30 1⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ 之和 =？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 1 ( 1)(2 7)
6

n n n+ +    2. 4960   

簡 答 
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3. (91 學測試題) 

  某甲自 89 年 7 月起，每月 1 日均存代銀行 1000 元，言明以月利率 0.5%按月

複利計息，到 90 年 7 月 1 日提出。某乙則於 89 年 7 月起，每單月(一月、三

月、五月、 )1 日均存代銀行 2000 元，亦以月利率 0.5%按月複利計息，到

90 年 7 月 1 日提出。一整年中，兩人都存代本金 12000 元。提出時，甲得本

利和 A 元，乙得本利和 B 元。問下列選項何者為真？ 
  (1) B A>  

  (2) 1 2 121005 1005 10051000 ( ) ( ) ( )
1000 1000 1000

A  = + + +  
 

  (3) 2 4 6 121005 1005 1005 10052000 ( ) ( ) ( ) ( )
1000 1000 1000 1000

B  = + + + +  
 

  (4) 12100512000 ( )
1000

A <   (5) 12100512000 ( )
1000

B <  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3. (1)(2)(3)(4)(5)  

簡 答 
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4. (94 學測試題) 

  利用公式 3 3 3 2( 1)1 2 ( )
2

n nn ++ + + = ，可計算出 3 3 3(11) (12) (20)+ + + 之值為 

  (1) 41075  (2) 41095   (3) 41115  (4) 41135   (5) 41155 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. (105學測試題) 

設 na 為一等比數列。已知前十項的和為
10

1
80k

k
a

=

= ，前五個奇數項的和為 

1 3 5 7 9 120a a a a a+ + + + = ，請選出首項 1a 的正確範圍。 

(1) 1 80a <    (2) 180 90a≤ <   (3) 190 100a≤ <  

(4) 1100 110a≤ <   (5) 1110 a≤   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. (1)   5. (4) 

簡 答 
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【觀念一】正三角形垛 

          (1) 圖示： 
 
 
 
          (2) n 層總數 1 (1 2) (1 2 3)= + + + + + + + (第 n 層) 

                     =  

 

 
【觀念二】正方形垛 

          (1) 圖示： 
 
 
 
          (2) n 層總數 2 2 21 2 3= + + + + (第 n 層) 

                     =  

 

 
【觀念三】長方形垛 

          (1) 圖示： 
 
 
 
          (2) n 層總數 1 2 2 3= × + × + + (第 n 層) 

                     =  

 

 

第 層 

第 層 第 1 層 第 2 層 第 3 層 

 

第 層 

第 層 第 1 層 第 2 層 第 3 層 

 

第 層 

第 層 第 1 層 第 2 層 第 3 層 

 

堆垛 13
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例 1. (能力指標：正三角形垛) 
     有球1000個，疊成正三角形垛，最多可疊幾層，還剩幾個球？ 

 B： 令疊到 n 層： 

      球總數 =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：堆垛應用) 

     用單位長的不銹鋼條焊接如下圖系列的四面體鐵架，圖中的 

小圈圈「。」表示焊接點，圖 E-1 有兩層共四個焊接點， 

圖 E-2 有三層共 10 個焊接點，圖 E-3 有四層共 20 個焊接點。 

試問依此規律，推算圖 E-5 有六層共多少個焊接點？答      個。 

 B： 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

圖 E-1       圖 E-2              圖 E-3          … 
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1. 已知一堆硬幣可剛好堆成一個 5 層的正方形垛，將這堆硬幣重新 

堆成三角垛，最少要補充 個硬幣才能剛好堆成完整的 

三角垛。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
1. 1 
  

簡 答 

本題無數位影音服務， 
請同學詳實練習並善用輔導資源 
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2. (84 學測試題)  

  下圖表示長方形垛的疊法： 
 
 
 
  某水果販將橘子堆成長方形垛。若最底層長邊有 10 個橘子，短邊有 5 個，則

此長方形垛最多有幾個橘子？ 

  (1) 110  (2) 120  (3) 130  (4) 140  (5) 150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2. (3) 

簡 答 
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例 1. (能力指標：分母二項相消) 

     1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 ( 1)n n

+ + + +
⋅ ⋅ ⋅ +

  

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：分母三項相消) 

     1 1 1 1
1 2 3 2 3 4 3 4 5 ( 1)( 2)n n n

+ + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +

  

 B： 

 

 

 

 

 

  

相消級數 14
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例 3. (能力指標：分母平方差相消) 

     2 2 2 2
1 1 1 1

4 1 1 4 2 1 4 3 1 4 1n
+ + + +

⋅ − ⋅ − ⋅ − −
  

 B： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4. (能力指標：有理化相消) 

     1 1 1 1
2 1 3 2 4 3 1n n

+ + + +
+ + + + +

  

 B： 
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例 5. (能力指標：有理化相消) 

     1 1 1 1
2 1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 ( 1) 1n n n n

+ + + +
+ + + + + +

  

 B： 
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1. 求級數
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 ( 1)n n
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
的和。 

   【提示】
1 1 1

( 1) 1k k k k
= −

+ +
 

 
 
 
 
 
 
 
 

2. 若 1 1 1 1 , ,
1 3 2 4 3 5 32 34

p p q
q

+ + + + =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

為互質之正整數，則 q p− = ？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. 求級數
1 1 1 1

2 3 4 3 4 5 4 5 6 ( 1) ( 2) ( 3)n n n
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +
之和？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 11
1n

−
+

   2. 157   3. 1 1
12 2( 2)( 3)n n

−
+ +

     

簡 答 
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1. (能力指標：階乘相消) 
   1 1! 2 2! 3 3! !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅   

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. (能力指標：階乘相消) 

   1 2 3
2! 3! 4! ( 1)!

n
n

+ + + +
+

  

 B： 
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3. (能力指標：分母奇數乘積相消) 

   1 2 3
1 3 1 3 5 1 3 5 7 1 3 5 7 (2 1)

n
n

+ + + +
× × × × × × × × × × +

  

 B：
1 1[(1
2 1 3

= −
×

1) (
1 3

+
×

1
1 3 5

−
× ×

1) (
1 3 5

+
× ×

1
1 3 5 7

−
× × ×

) +  

1[
1 3 5 (2 1)n

+
× × × × −

1 ]
1 3 5 (2 1)(2 1)

1 1[1 ]
2 1 3 5 (2 1)(2 1)

n n

n n

−
× × × × − +

= −
× × × × − +

 

~113~



 
 
例 1. (能力指標：幾何應用) 

     如圖， 1 1 2 2 3
1 11 , , ,
2 4

OA A A A A= = = ，求 10A 坐標。 

 B： (1) x 坐標 = 
 
 
 
 

(2) y 坐標 = 

 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：幾何應用) 

有長為 1 的繩子一條，切取
2
3

為周長作一正三角形，令其面積 

為 S1；從餘下的
1
3

中切取
2
3

為周長作第二個三角形，令其面積 

為 S2；如此繼續為之，求 1 2 3, , , , nS S S S 的總和。 

 B： 1°  第一個三角形周長
2
3

= ，邊長
2
9

= ，面積 2
1

3 2( )
4 9

S =  

         第二個三角形周長
2
9

= ，邊長
2

27
= ，面積 2

2
3 2( )

4 27
S =  

1 2 32 nS S S S° + + + +  

23 2 1( ) [1 ( ) ]
4 9 9

11
9

n−
=

−
 

 

  

  

  

等比幾何應用 15
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例 3. (能力指標：幾何應用) 

如圖： 60BAC∠ = ° ，最大圓 S1 的面積為 1,000 平方公分， 

     求圓 1 2 3, , , , nS S S S 面積的總和。 

 B：1°  令最大圓半徑 r，第二圓半徑 x 

         
 
 
 
 
     1 2 32 nS S S S° + + + +  

        =  
 
 
 
 
 
例 4. (能力指標：幾何應用) 

     如圖： ABCΔ 為直角 Δ ， 1 2 330 , 10 , , , , , nC AC S S S S∠ = ° =   

分別表內接正方形面積，試求 n 個內接正方形面積總和。 

 B：1°  令 S1 邊長為 x 

        則 
 
 
 

2°  n 個正方形邊長為 

        1 2 3 4 nS S S S S∴ + + + + +  

        = 
 
 
 
  

x 
r x 

C 
30° 

r 

B 

A 

S3 
S1      S2 

30° C 

10 

B 

5 

A 
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例 5. (能力指標：幾何應用) 

如圖，設銳角 ABCΔ 之底邊 5BC = ，頂點 A 至 BC 之距離 12。 

今於 BC 邊上作內接於 ABCΔ 之正方形，再作內接於 AB C′ ′Δ 之 

正方形….，求 n 個正方形之面積總和。 

 B：1°  令最大正方形邊長 x 

        

12 12 60 5 12
5

60 125
17 17

x x x
x

x

−
 =  − =

 = = ×

為縮縮公比

 

     2°  n 個正方形邊長為 

        面積和 = 
 
 
 
 
 
例 6. (能力指標：幾何應用) 

如圖， 1 2OA AΔ 為直角 Δ ， 2 1 2 190 , 30 , 100A AOA OA∠ = ° ∠ = ° = ， 

A2 往 1OA 作垂線得垂足 A3，A3 往 2OA 作垂線得垂足 A4，如此繼 

續作下去，求 1 2 2 3 3 4 1n nA A A A A A A A ++ + + + 的總和。 

 B： 1 2 2 3 1n nA A A A A A ++ + +  

     = 
 
 
 
 
 
 
 

  

100 
A1 

A2 

50 

O 

A3 

A4 

A5 

25 
60° 

30° 
30° 

30° 

30° 

x 

12 

B C 5 

A 
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y 

S1 

S2 

S3 

x 

例 7. (能力指標：幾何應用) 

如右圖，在 ABCΔ 中作內切圓 S1，再作圓 S2 切圓 S1 以及 

,AB AC 兩邊，再作圓 S3 切圓 S2 以及 ,AB AC 兩邊。 

如此繼續作下去，得圓序列 1 2 3, , ,S S S ；設其面積分別 

為 1 2 3, , , , nA A A A 。 

     (1) 求 1A 。 

     (2) 求級數 1 2 3 nA A A A+ + + + 之和。 

 B：  
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例 8. (能力指標：碎形) 

設 1 2 3, , ,T T T 為一群多邊形，其作法如下： 1T 為邊長等於 

1 的正三角形；以 nT 每一邊中間三分之一的線段為一邊向外 

作正三角形，然後將該三分之一線段抹去所得的多邊形為 

1 , 1 , 2 ,nT n+ = …  (如圖所示)。令 na 表 nT 的周長，請計算 3T  

的面積及
1

1n

i ia=
 之和。 

 
 
 
 
 
 

 

 B：  
  

T1                       T2                         T3 
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A3     A2         A1(1 , 0) 

B1 

B2 

 

y 

x 

 

1. ABCΔ 是直角三角形，已知

24 , 16AB AC= = ，在 ABCΔ 內作一

個內接正方形 1 1 1AB C D，其面積為 1S ，

再在 1 1B BCΔ 內作第二個內接正方形

1 2 2 2B B C D ，其面積為 2S ，仿此繼續

進行，求 n 個正方形面積的和。 
 
 
 
 
 
 
 
2. 在坐標平面上， : 0L x y− = ，由點 1 (1 , 0)A 作 L 的垂線，交於 1B ，再由 1B 作 

x 軸的垂線，交於 2A ，又再由 2A 作 L 的垂線，交於 2B ，如圖，依此類推，繼

續得到 3 3 4 4, , , ,A B A B ，求級數 

1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 1n n n nA B B A A B B A A B A B B A ++ + + + + + + 之和。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 9144 [1 ( ) ]
25

n−     2. 1( 2 1) ( 2 1)( )
2

n+ − +   

S3 
S1       S2 

C 

C1 

B A 

C2 
D1 

B2 B1 

簡 答 
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3. 有一隻烏龜由原點出發，其行走留下的軌跡 

如右圖所示，設 1A 的坐標為 (1 , 0) ， 2A 的坐標 

為 ( 1 , 0)− ， 3A 的坐標為 (2 , 0) ， 4A 的坐標為 

( 2 , 0)− ，(每個 1k kA A + 均為半圓， 0 ,1 , 2 ,k = …， 

又 0A 為 O 點) 

  (1) 2nA 的坐標為何？ 

  (2) 2 1nA + 的坐標為何？ 
  (3) 烏龜由原點到點 2nA 所行走留下的軌跡長度為何？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

3. (1) ( , 0)n−    (2) ( 1 , 0)n +    (3) (2 1)
2

n n π+  

x 

y 

 
     

簡 答 
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例 1. (能力指標：等差拆項) 

已知 ka 為首項 1 1a = 、公差 0d > 的等差數列， 

若
1 2 2 3 13 14

1 1 1
a a a a a a

+ + + 為整數，則公差 d 最小 

的可能值為 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
例 2. (能力指標：G.P.) 

設 na 為一個首項不為 0 的等比數列，滿足 1 22 0a a+ = 且 

1 2 3 3a a a+ + = ，則下列何者正確？ 

(1) 1 2a =     (2) 公比
1
2

=    (3) 1 2 9 170a a a+ + + =  

(4) 4 5 6 24a a a+ + = −   (5) 2 3 4 14a a a+ + =  

 B： 

 

 

 

  

數列級數綜合題型 16
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例 3. (能力指標：複利)  

已知西瓜的成分分為水分和非水分，將某農場剛採收的西瓜 

送檢後發現，其中水分佔重量的99%，非水分佔重量的1%。 

由以往的監測得知，西瓜採收後每經過一天，其水分會因為蒸發而減少為

前一天的99%，非水分的部分則不會改變。若此農場採收 10000 公斤的西

瓜，令 na 表示採收後經過 n 天的西瓜總重量( n 為正整數)。請選出下列正

確的選項。 

(1) 1 9801a = (公斤)   (2) 2 1
99 100

100
a a= × +  

(3) 1
99 1 , 1

100n na a n+ = + ≥   (4) 
1

99 10000 100
100

n

na
+

 
= × + 
 

 

(5) 若經過一段時間後發現這批西瓜的水分僅剩96%，則此時西瓜總重量

為 2500 公斤 

 B： 
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例 4. (能力指標：數列)  

設 1 2 3, , ,a a a 為一實數數列，且對所有的正整數 n 滿足

3 3 3 3
1 1 2 3n na n a+ = + + + + − 。請問下列哪些選項是正確的？ 

(A) 如果 1 1a = ，則 2 0a =  

(B) 如果 1a 是奇數，則此數列中有可能出現連續兩項都是偶數 

(C) 如果 1a 是無理數，則此數列的每一項都是無理數 

(D) 1 3 2 1na a a +≤ ≤ ≤ ≤ ，( n 為正整數) 

(E) 如果 ka 是奇數，則 2 4 2, , , ,k k k na a a+ + + 都是奇數( n 為正整數) 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 5. (能力指標：費氏數列)  

費氏數列 nF ， 1 2 1F F= = ， 2 1 ( )n n nF F F n+ += + ∈ ， 

若 , ,a b cF F F 三項成等差(公差為正)且 1001a b c+ + = ， 

則2 3a b c+ − 的值為 。 

 B： 
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例 6. (能力指標：遞迴數列) 

數列 na 中， 1
1
2

a = ，且 1 2
1

2n n na a a
n n+ − =

+
對所有正整數 n 都 

成立，則下列哪些選項是正確的？ 

(1) 
2

1 ( 1)
( 2)

n

n

a n
a n n

+ +=
+

    (2) 100
100
101

a =  

(3) 1 2 100
1

101
a a a× × × =    (4) 1n na a +< 對所有正整數 n 都成立 

(5) 1na < 對所有正整數 n 都成立 

 B： 

 
 
 
 
 

 
例 7. (能力指標：遞迴關係) 

有一數列 

1 2 3 4, , , , 12008 ,120308 ,1203308,a a a a< > = < > ， 

從第二項起的每一項均為在前一項的兩個 0 中間多放入一個 3 而得。試回

答下列各問題： 

(1) 若數列 na 中的每一項滿足遞迴關係式 1 ( 2)n na A a B n−= ⋅ + ≥ ，其中 A、

B 為常數，則 A、 B 之值各為多少？ 

(2) 試以數學歸納法證明：對於任何正整數n， na 一定是 19 的倍數。 

 B： 
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例 8. (能力指標：找規則) 

設一數列 na ，滿足 2 1n n na a a+ += − ，n N∈ ，且 88 5a = ， 8 7a = ， 

試求 1 2 107a a a+ + + = 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
例 9. (能力指標：等差級數) 

設等差數列{ }na 的前n項和為 nS ，若 4 10S ≥ ， 5 15S ≤ ，則 4a 的 

最大值為 
(1) 2    (2) 3    (3) 4    (4) 5    (5) 6 

 B： 
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例 10. (能力指標：遞迴關係) 

已知 1 110
1 1 2 6 1 0
4 9 n na a a n+= + − + = ∀ ∈， ， ， 

則 25a = 。 

 B： 

 
 
 
 
 
 
 
 
例 11. (能力指標：數列)  

設 na 為一等差數列， nb 為一等比數列，m、 k 為任意 

自然數，請選出下列敘述為真的選項： 

(1) 若 3m k= + ，則 2 5m ka a a a+ = +  

(2) 若 3m k= + ，則 2 5m kb b b b× = ×  

(3) 4 2 3 73a a a a= + +  

(4) 2 1 3b b b= ×  

(5) 此兩數列不可能是相同的數列 

 B： 
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例 12. (能力指標：相消級數)  

小沂走進教室，發現黑板上寫了 

121 , 144 , 169 , 196 , 225 , , 361 , 400共 10 個連續的完全 

平方數，於是他把每個數字減去 1，改成 

120 , 143 , 168 , 195 , 224 , , 360 , 399。 

之後小風走進來，又把每個數字改為倒數，變成 

1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,
120 143 168 195 224 360 399

。試求 

(1) 小沂所寫的 10 個數字的總和為 。 

(2) 小風所寫的 10 個數字的總和為 。 

 B： 
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例 13. (能力指標：Fractal 碎形) 

如右圖，給定一個邊長為 2 的正方形，依下列步驟將其 

分割著色： 

步驟 1：將其等分成 4 個正方形，並將左下角的正方形塗成灰色， 

得到圖 1 

步驟 2：將圖 1 中剩下的 3 個未塗色的正方形分別再等分成 4 個正方形， 

並將其左下角的正方形塗成灰色，得到圖 2 

依照此規律繼續分割與著色，並設 na 表示圖 n 中灰色正方形的總面積， 

例如 1 1a = ，關於數列 na ，選出正確的選項。 

(1) 17( ) , 1
4

n
na n−= ≥  

(2) 3 1 , 1
4n

na n+= ≥  

(3) 34 1 ( ) , 1
4

n
na n

 
= − ≥ 

 
 

(4) 1

1

1
3 , 1n

n n

a
a a n+

=


= + ≥
 

(5) 
1

1

1
3( ) , 1
4

n
n n

a

a a n+

=

 = + ≥

 

 B： 

 
 

1圖 2圖
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數列級數綜合題型解析 

2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 3 13 14

1 2 2 3 13 14

1 14

11.
156

1 1 1 1 1 11 ( )

1 1 12

1 1 1 1 1 1 1[( ) ( ) ( )]

1 1 1 1 1 1 13 13( ) (1 )
1 13 1 13 1 13

133 1 13
1 13

13
1 13

a a d
a a a a a a a a d a a

a a a a a a

d a a a a a a
d

d a a d d d d d

d d
d

d

−° − = =  = −

° + + +

= − + − + + −

= − = − = ⋅ =
+ + +

°  + 
+

=
+

【答】：

【解】：

欲求 最小 最小 最大

令
112 13 12 156

156
d d = +  =

 

1 2 2 1

1 2 3 1 1 1 1 1
9 9 9

1
1 2 9

3 4 5
4 5 6

2 3
2 3 4

2. (4)
1 2 0 2 2
2 3 2 4 3 3 3 1

(1 ) 1 ( 2) 2 1(3) 171
1 3 3

(4) 8 16 32 24
(5) 2 4 8 6

a a a a r
a a a a a a a a

a ra a a
r

a a a r r r
a a a r r r

° + =  = −  = −
° + + =  − + =  =  =

− − − ++ + + = = = =
−

+ + = + + = − + − = −

+ + = + + = − + − = −

【答】：

【解】：

 

1

1

2 1 1

1

3. (3)(4)
1 99 991 10000 100000 ( )

100 100 100
99100 10000 ( )

100
2 100 9801 9901

99 993 ( 100) +100= 1
100 100

99 994 ( 100) 100 1
100 100

995 100 100000 96% 100 99 96 9
100

n
n

n

n n n

n

a

a

a a a

a a a

a

+

+

° = × + × ×

= + ×

° = + =

° = − × +

° = − × + = +

° = + × × = + × =

【答】：

【解】： 依題意

604
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2
1

2
2

2

4 4 1 4 2 4 3

2 1 2

3 2 3

4 3 4

4. (A)(C)(D)
( 1)[ ]

2
1 2(A) [ ] 1 0

2
( 1) ( 1)(B) [ ]

2 2
( 1) 4 4 , 4 1 ( )
, ,

1
9
36

n n

n n

k k k k

n na a

a

n n n nb b

n n n k k k N
b b b b

a a a
a a a
a a a
a

+

− − −

+
 = −

×= − =

+ +=

 +  = − ∈
∴ 

= − 
= − 


= − 

【答】：

【解】：原式

令 ：若 若偶數，則 若偶數

若 的倍數

若偶數， 若奇數 奇偶性若四四一一一

若偶數

若奇數

若奇數

5 4 5

2
1

2
2 1

3
2

2

100

(C)
( 1)(D) [ ]

2
( 1)( 2)) [ ]

2
( 1)

(E)

n

n n

n n

n n n

k

a a

b
n na a

n na a

a a n a
k a

+

+ +

+

+



 

 = − 

++ =

+ +− + =

− = + 

不可可連連出出出出出四偶數

若奇數

承上，數列 的每一四皆若有理數，故故確

若遞增數列

承上，若 若偶數；則 若偶數

 

 
 

2 1

2 1 3

2 3

3
2 2 3

5. 7

+)

2

, ,
2

, 2 , 3
2 3 1001 332

2 3 2 2 3 9 7

n n n

n n n

n n n

n n
n n n n

F F F
F F F

F F F
F FF F F F

a n b n c n
n n n n

a b c n n n

+ +

+ + +

+ +

+
+ + +

−
= +

+ =

= +
+

 =

= = + = +
+ + + + =  =

+ − = + + − − = −

【答】：

【解】：

可知 成等差

令

且

故
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2 2

1 12 2

2
1

2 1 3 2

100

1 2 99 100

6. (1)(2)(3)(4)(5)
1 2 1 ( 1)(1)

2 2 ( 2)
( 1)
( 2)

2 2 2 2 1 2 3 3 3 3 2 3(2) ,
1 3 1 3 2 3 2 4 2 4 3 4

1
100
101

1(3)
2

n n n n n n

n

n

n

n n na a a a a a
n n n n n n

a n
a n n

a a a a

na
n

a

a a a a

+ +

+

+ + +− =  = =
+ + +
+

 =
+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = ⋅ = = = ⋅ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
+

∴ =

× × × × = ×

【答】：

【解】：

依此類推可得

1

2 99 100 1
3 100 101 101

(4)

(5) 1
1

n n

n

a a
na

n

+

× × × =

 <

= <
+

假分數越加越大

 
 

1

1

1

7. (1) 10 , 228 (2)
120308 12008

(1) 10 , 228
1203308 120308

(2) 1 1 12008 19 632 19
2 ( ) 19 19 ,

1 10 228 10 19 19 12 19(10 12)
19

k k

k k

k

A B
A B

A B
A B

n a
n k k a a t t
n k a a t t

a
+

+

= =
= +

 = = = +
° = = = ×
° = ∈ = ∈

= + = ⋅ + = ⋅ + ⋅ = +
∴

【答】： 略

【解】：

時， 若 的倍數

設 時， 若 的倍數，令

當 時，

亦若 的倍數

由數 19nn a學歸納法知，對於所有故整數 ， 必若 的倍數

 

 

2 1

88 6 14 4 4

8 6 1 2 2

17

1 2 107 1 6 7 12
00 0

8. 12
1

5 5 5
7 7 7

2 ( ) ( ) ( ) ( )

7 ( 5) 12

n n na a a

a a a a a
a a a b b

a a a a a a a

b a

+ +

× +

× +

° = − 

= = = − = = −  
    = = = = = 

° + + + = + + + + + + + +

= − = − − =

組

【答】：

【解】：

五四和

 

1a
a b b a− a− b− a b− a b

2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a
6 個一一一
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1
1 1

1 1
1

1

1

1 4

9. (3)
4(2 3 ) 10 2 3 5 2 3 5 ( 0)21
5 2 4 6 2 4 6 ( 0)(2 4 ) 15
2

1 2 3 52 2 1
33 4 3 3 6 9
2

3 4 4

a d a d a d k
a d a d ma d

k a dk m
k m a dm

a d a

 + ≥ + ≥ − − ≤ − > °    + ≤ + ≤ >  + ≤


= − − ≤ −− + =     − + = + ≤= 
 + ≤  ≤

【答】：

乘
【解】：

乘

得

 
 

1 1

1 1

1

24
25 1

24
25 20

32510.
4

12 6 1 0 3
2

1( ) 3( ) 3 2
4

1 3
4
1 1( ) 3
4 4
1 1 1 1 1 325( ) 3 81
4 3 4 4 4 4

n n n n

n n n n

n

a a a a

a a a a

a

a a

a

α α α α

+ +

+ +

+

− + =  = −

− = −  = −  =

−

 − = − ×

 = + − × + = + =

【答】：

【解】：

令

〈 〉若公比 的等比數列

 
 

2 1 1 1 1

5 1 1 1

1 2 2 3
2 1 1 1 1

4 1 2 3
5 1 1 1

2 3 7

11. (1)(2)(3)
    (1) ,

3
( 1) 2 2 ( 3)

4 ( 1) 2 ( 3)
(2) 3

(3)

m

k

m m k
m

k k
k

d r
m k

a a a d a m d a md a k d
a a a d a k d a k d

m k
b b b r b r b r b r
b b b r b r b r
a a a

− +

− +

= +
+ = + + + − = + = + +
+ = + + + − = + +

= +
× = ⋅ × ⋅ = ⋅ = ⋅

× = ⋅ × ⋅ = ⋅
+ +

【答】：

【解】： 令公差若 公比若

若

故確

若

故確

1 1 1 1 4

2
2 1 3 2 1 3

1 1

2 6 3( 3 ) 3

(4)
(5) 1 , 0 , 1 , 1

a d a d a d a d a

b b b b b b
a d b r

= + + + + + = + =

= ×  = ± ×
= = = =

故確

錯誤

若 出數列相同 , 錯誤
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2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

43112. (1) 2475 (2)
9240

(1) (11 1) (12 1) (20 1)
(11 12 20 ) 10
(1 2 20 ) (1 2 10 ) 10
1 120 21 41 10 11 21 10
6 6

2475
1 1 1(2)

11 1 12 1 20 1
1 1

(11 1)(11 1) (12 1)(12 1)

− + − + + −
= + + + −
= + + + − + + + −

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −

=

+ + +
− − −

= + + +
− + − +

【答】：

【解】：

1
(20 1)(20 1)

1 1 1 1 1 1 1[( ) ( ) ( )]
2 10 12 11 13 19 21
1 1 1 1 1( )
2 10 11 20 21

431
9240

− +

= − + − + + −

= + − −

=
 

 

1

2
2 1 1

2 2 2
3 2 22

1 2 1
1 11

1

1

1
1

13. (3)(5)
1 1

1 33 ( )
2 4

1 33 ( ) ( )
2 4

1 33 ( ) ( )
2 4

3 3[1 ( ) ]3 3 4 41 ( ) ( ) 1 34 4 1
4

3 3 31 3[1 ( ) ] 4 4 4 ( )
4 4 4

34[1 ( ) ]
4

n n
n n nn

n

n
n

n
n n

n

n

a

a a a

a a a

a a a

a

− −
− −−

−

−

−
−

° =

= + × = +

= + × = +

= + × = +

−
 = + + + = +

−

= + − = − = − ×

= −

【答】：

【解】：
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(一) 康托集的數學 

康托(Georg Cantor)是 19 世紀末 20 世紀初德國偉大的數學家，集合論 

的創立者。一個知名的例子是康托集(Cantor set)，這是康托在 1883 年 

介紹的一種點集。建構康托集的方法非常簡單。首先將[ ]0 ,1 挖掉中間 

1 2( , )
3 3

的區域，再將剩下的兩個區間
10 ,
3

 
 
 

和
2 ,1
3

 
  

挖掉其中三分之一等分

的中間區間，及挖掉
1 2( , )
9 9

和
7 8( , )
9 9

。然後以此類推，一直不斷執行挖掉的

操作，最後剩下的集合稱為康托集。設總長度為 1，若 n 次步驟後挖掉長度總和

為 na ，其遞迴關係式為
1

1

1
3

( 2)n n

a

a x a y n−

 =

 = ⋅ + ≥

，其中 ,x y 是常數，求

( , )x y = 。 

       
 

 

0step

1step

2step

3step

4step

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1
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公式 1 等差(AP) 
      1( 1 ) ( 1) ( )n pa a n d a n p d= + − = + −  

      [ ]1 1( 2 ) ( ) 2 ( 1)
2 2n n
n nS a a a n d= + = + −  

      2 3 2( 3 ) , ,n n n n nS S S S S− − 成等差  
 
 
公式 2 等比(GP) 
      1

1(1 ) n n p
n pa a r a r− −= ⋅ = ⋅  

      
1

1 1

( 1)
( 2 ) (1 ) ( 1) ( 1)

1 1

n n
n

na r
S a r a r r

r r

=

 − −= = ≠ − −

 

      2 3 2( 3 ) , ,n n n n nS S S S S− − 成等比  
 

 

公式 3 常用的級數總和公式 

(1) 
1

( 1)1 2 3
2

n

k

n nk n
=

+= + + + + =   

(2) 2 2 2 2 2

1

( 1)(2 1)1 2 3
6

n

k

n n nk n
=

+ += + + + + =   

(3) 
2

3 3 3 3 3

1

( 1)1 2 3
2

n

k

n nk n
=

+ = + + + + =   
  

(4) 
1

( 1)( 2)( 1) 1 2 2 3 ( 1)
3

n

k

n n nk k n n
=

+ ++ = ⋅ + ⋅ + + + =  

(5) ( 1)( 2)1 2 ( 1) ( 1) 2 1
6

n n nn n n n + +⋅ + ⋅ − + + − ⋅ + ⋅ =  

~135~



公式 4 相消法則 

      

2

1 1 1( 1 ) ( )
( 1) 1

1 1 1 1( 2 ) [ ]
( 1)( 2) 2 ( 1) ( 1)( 2)
1 1 1 1 1( 3 ) ( )

4 1 (2 1)(2 1) 2 2 1 2 1
1( 4 ) ( 1 )
1

k k k k

k k k k k k k

k k k k k

k k
k k

= −
+ +

= −
+ + + + +

= = −
− − + − +

= + −
+ +

 

 

公式 5 na 求法 

      

1
1

1

1 1

1

1

( 1 ) ( 1)
( 2 )

( 3 ) :
( 2)

( 4 )

n
n

n

n
n n n

n
n n n

a a n d
a a r

a S
S

a S S n

a pa q a A B p

−

−

+

= + −

=

 =


= − ≥
= +  = + ×

等差數列：

等比數列：

理論

二項遞迴：

①

②
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